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В. Л. ГОНЧАРОВ 
ИЗ ОБЛАСТИ КОМБИНАТОРИКИ 


(Представлено академиком С. Н. Бериштейном) 

В статье собраны некоторые результаты, относящиеся к двум раз- 
личным вопросам: в первой части рассматривается чередование событий 
в ряде независимых опытов, отвечающем схеме Бернулли, а во второй— 
распределение циклов в перестановках *. 

Обе затронутые темы трактованы на основе одного и того же 

метода, который ни в какой степени не претендует на новизну, но в 

данном случае его применение, как представляется автору, оказывается 

особенно естественным и выразительным: это—метод производящих 
функций. 
1 

1. Предположим, что производится ряд из п опытов, перенумеро- 
ванных натуральными числами, причем в каждом опыте может появиться 
или не появиться некоторое событие А; противоположное событие, 
заключающееся в непоявлении А, обозначим через В. Пусть в любом 
из опытов вероятность появления А равнэ р, вероятность появления 
В равна 4 (р-+-9=1; О<р, 9<1). 

Если событие А появляется в опытах с номерами т- 1, т--2,..., 
т-- ги вместе с тем не появляется в опытах с номерами т и т-ф-г- 1, 
то мы скажем, что перед нами имеется серия появлений собы- 
тия А, состоящая из г членов, или, короче, г-членная А-серия. 
При этом предполагается, что т > 0, г> 1; условие, касающееся т-го 
опыта, отпадает, если т=0; условие, касающееся (т--г--1)-го опыта, 
отпадает, если (т--г)-й опыт — последний из числа произведенных. 
Аналогично определяются 5-членные В-серии. 

Считая общее число опытов ий фиксированным, обозначим, далее, 
через а, число г-членных А-серий в рассматриваемом ряде опытов; 


п п 
через В, —число $-членных В-серий. Очевидно, 0< я, < —, О=В.=-; 
У а, есть общее число А-серий, >В, общее число В-серий; кроме 
т $ 
того, обязательно 


У} га, У! 38в=в (К»). (1) 


Например, в следующем ряде опытов, результаты которых отме- 
чены последовательно буквами 
АВВВААВААААВАВААВАВВ, 


* Соответствующие заметки были опубликованы в Докладах Академии Наук, 
ХХХУ (1942), №2, 299—301; ХХХУИ (4943), № 9, 295—297. 


мы имеем: 
п ==: 20, 
ре Зуя, ==, ям, == 1, в, =. ВА, 0, 
[2 = — — 
3, =4, В, =1, В. —=4, Ва. - = Во о 
Пусть Ро ор...оп (ИЛИ, короче, р») — вероятность того, что в данном 
в1 В»... Ва в 


ряде опытов имеется о, г-членных А-серий и В, 5$-членных В-серий, 
где как х, так и $, пробегают все значения от 1 до п. Если п не будем 
считать заранее фиксированным, то &, и В, могут принимать любые 
целые неотрицательные значения; притом, если общее число опытов 
все же конечно (как мы и будем предполагать в дальнейшем), то 


вместо Ро... Убловимся писать р ..., имея в виду, что при 
8182... В В: в... 


достаточно больших значках о, и В, раввы нулю, а п определяется 
по формуле (1). В дальнейшем будет удобно не исключать из рассмотре- 
ния также и случай п=0, когда никаких опытов не производится: 
в этом случае необходимо положить формально 
Ра —= Р0,0,...= 1 
в 


9... 


2. Вычислим вероятность р.. Заметим. прежде всего, что число 
в 


А-серий и число В-серий могут отличаться одно вт другого не более 
чем на единицу, поэтому р. =0 при условии 
в 


У“ УЬ 


г 


> 2. (2) 


Допустим, что 


я о, -- У, В = в: 
г 5 

Рероятность любой комбинации результатов в нашем ряде опытов, 
раз известно, что появится о, г-членных А-серий и В, 5-членных 
В-серий, и принимая во внимание независимость опытов, очевидно, 

Ха, Ув» 
равна р’ 94° ; остается сосчитать число таких комбинаций. Предпо- 
ложим сначала, что все числа а, и В, не превосходят единицы; тогда, 
исходя из некоторой определенной комбинации (например; такой, где 
числа членов в последовательно встречающихся А-сериях идут не воз- 
растая, и то же—для В-серий), можно получить все нужные нам 
комбинации, если переставим между собою всеми возможными спосо- 
бами все А-серии, и то же сделаем для В-серий; таким образом, для 
рассматриваемого частного случая число комбинаций равно (У)! (У8,)! 
$ 5 


Откажемся теперь от ограничения а,, 8, = 1; тогда предыдущий резуль- 
тат будет ошибочным по той причине, что перестановки между собою 
г-членных А-серий не меняют самой комбинации, и потому каждая 
комбинация окажется считанной а,! раз (то же для В-серий); чтобы испра- 
вить подсчет, придется разделить на произведение &,! х,!... В,1В!... 
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Итак, в общем случае при условии (2) число искомых комбинаций 
будет 


(Ув, (в, 
Ш (с!) П ви) 


Если допустим теперь, что 
а % 
Хы Ув 
г 


то в предшествующее рассуждение придется внести еще ту поправку, чте 

всс А-серии в своей совокупности могут быть переставлены со всеми 

В-сериями в их совокупности. Это удвоит число искомых комбинаций. 
В итоге мы получаем следующее значение для ре: 


Е | 
Полив г“, . 
где ` т 
1 при | У, — УВ, |=1, 
2 при Ха. = УВ, +0, 
РИ 1 при У — 8. —=0, 
| 0 при | >, — УВ | > 2. 
3. Рассмотрим основную производящую функцию 
А (4) 


В, В». .- 

причем суммирование производится по значкам 9, и В, и не подчинено 
никаким ограничениям, если не считать того, что в последователь- 
ностях 9, %,,... иВ,, В., ..., начиная с некоторого момента, идут одни 
нули. Функция Р (51 :::) зависит от двух бесконечных рядов перэ- 
менных т, и у.. Сходимость ряда, стоящего в правой части (4), нас 
мало интересует; заметим, ‘однако, что ряд сходится при достаточно 
малых значениях х, и у.; это вытекает из дальнейших преобразований, 
которым ряд будет подвергнут, и вместе с тем обусловливает их закон- 
ность. Формулу (4) более сокращенно можно записать в виде 


Ри) Хргу. (5) 


Общий член рассматриваемого ряда, принимая во внимание полу- 
ченные выше [формула (3)] значения вероятностей р,, 
в 


(Уд, 


ое. П(ра)м. П (Ру) = 
1 П (2/1) ПП (Вы) ь (р с,) С (4 9.) 


= (Ут РО (р’ ут о в : й (49° у.) : (6) 


П (в) 
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Расклассифицируем члены ряда по четырем группам: к пер- 
вой группе отнесем единственный член, соответствующий значениям 
х„=В.=0 (г, $>1) (этот член равен единице); ко второй группе 
отнесем ‘совокупность членов ряда, для которых Уа, — УВ, =1 и для 

г 8 


которых, следовательно, выполняется одно из условий 


УВ У. =у+1 Ао 


к третьей группе отнесем совокупность тех членов ряда, `для кото- 
рых Ув, — УВ, = —1, так что выполняется одно из условий 
ТА $ 


У! *,=у, УВ, =у+1 (В,) (у=0, 4 25 за) 
т 5 
наконец, к четвертой группе отнесем те члены ряда, для которых 
о в 0 и, значит, выполняется одно из условий 

® $ 


№ &, =У, УВ ==, (С,) (у=1, 2, с ). 


Таким образом, оказывается, что 
(м) =1+ (ХУ+ЯУ+У ди). (1) 


у=0 (А,) у=0 (В, ) *=1 (С,) ы 


Принимая во внимание тождество 
| 
кух па" 
: Пан) 


(где сумма справа подчинена условию У, =); убеждаемся с помощью 
1 

формулы (6), что 

Уре -ваН о 

(Ау) 
причем ради краткости положено: 

В Р' ть, 0.= % 9", 
т $ 

'Гочно так зе 


Ура хе ув = Р” 0"! 


(В, ) 


> ра 0 
(Су) 
В таком случае правая часть формулы (7) принимает вид: 


1+ УР! 0+ У, ро’ У Ро’ 
у=0 =0 У 


Р [6] 2РО (1 +Р) (1-0) 
= 1-РО га 1_РО в {РОМ -РО ! 
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откуда, после подстановки значений Р и 0, находим 
(+ Ур’ =,) (1+ У чу) 
” т ы Ге. (8) 
— УР’я,- У чу, 
9. $ 
Теперь видно, что встретившиеся нам ряды сходятся абсолютно 


и равномерно (чем и оправдываются выполненные преобразования) 
например, при ограничительных условиях 


Е (м) = 


о, м, , (9) 


где числа $ и 1 удовлетворяют неравенствам & > 0, РЕ-Р9т< 1; 
в самом деле, при этих уславиях 


Р!< У (= 19 |< 2 (41) = 


и 


Р4Е1 
ЕЯ 


в } 


т 


Формула (8) дает аналитическое продолжение функции Ё (.°) ь 
8 


которое было задано тейлоровым разложением (4) в окрестности точ- 
ки х.=у,=0, наверное сходящимся в области, определяемой сопря- 
женными радиусами сходимости. 

4. Из суммы, стоящей справа в формуле (4); легко выделить сово- 
купность всех тех членов, для которых выполняется условие (К„): только 
эти члены играют роль, когда речь идет о ряде’п опытов. Обозначая 


х 
сумму этих членов У; р. 1°уВ черев Е, ( 2") ‚ получаем тождество 
5 


®(х)-Х^.(;) 


Если в основной производящей функции заменим х, через Гх,, у, че- 
рез {у., то показатель при { в общем члене окажется равным У! го, -{- 


+ УВ, и заставляя его пробегать все целые неотрицательные значе- 
ния, мы будем иметь 
Ф( о (мг) = "У гз-У а ©) "). (10) 
п=0 (Ки) 
Отсюда ясно, что Е, (=) есть не что иное, как коэффициент при 1" 
в разложении функции Ф (ве) по степеням {. 


Обращаясь к формуле (8), мы получаем 


(1+ Ур" ж,) (4+ У а"Ву,) 


ес и аа 14 
ыы (5 — а— Ур""х, . Уч, (11) 
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т 
Излишне искать формулу для ЁР» о ; заметим лишь, что 
9$ 


4 1 
Е Ури) 1+ 2) рые 


( 1 т 
Ф(в ‚)=- Е х ы ее А 
74 р РЁ - > 4 1— |: Е т -=0 
С другой стороны, согласно формуле (10), 
со 
< м еы п 1 
ое.) =»: в . 
п-=0 


Ив сопоставления двух последних тождеств вытекает, что 


= Ув=1 (п-0,1.2,...), 


Ч -РЁ 942 


(Кп) 
как и следовало ожидать, так как все возможные комбинации ив %,, 
г-членных А-серий и В, 5-членных В-серий (г, 5=0,1,2,..., п) в ряде 


п опытов образуют систему единственно вовможных и несовместных с0- 


бытий. 

5. Желая исследовать число М°®%(А) А-серий в ряде п опытов, вве- 
дем обозначение р”(А) для вероятности того, что в ряде п опытов 
‚окажется ровно Ш А-серий. Легко убедиться в том, что 


и = № Ра, 
(Ки, Ёт) - 
где значки Аки Г„ указывают, что суммирование по двойному ряду 
индексов ©, и В, подчинено ограничениям 


У! та,- У 58, =п (К„) 
Уз, =т ((„) 
Введем также новую производящую функцию 


Уна =» Ур) (12) 
т=0 п=0 
и посмотрим, как она может быть получена из основной производящей 


функции ие Если заменим в функции и (Ь я, через 1х а 9 


через 1°,‘то получим тождество 
с х то. МзВу У, 
т=0 п=0 т. 1т) 
Выполняя указанную подстановку в правой части формулы (8), 
убеждаемся, что 


: (а Ури (а Хе) (а, 
м ит: Хр и г ты) (+ зы га 


#—рЁ` т 


т #—(1—2) р 
1+ (4—2) раё * 
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Таким образом, 


к Е #—(1—<) р! 
Положим теперь 
Ф (А; 1, 2) = УР, (4; 2)", Р, (4; 2) = Ур (А) =". (14) 
п=:0 р 


т=0 


Чтобы разложить функцию % (А; 1, 1) по степеням {. представим се сна- 
чала разложенной на элементарные дроби: 


+ 


Е Е - 
где 


2 - : 
В == (2) = т ‚› =, ие. О (2) =У (Ч— р)’ + 4рдт, 


Е _  4— (1-2) рЬ,» 
ПА, (= ри, 


так что 


В —ЧР-+2Р=+О (2) В — (9 Р+2Р2— И (=). 
1—0 (2) (1—0 (=) › з 0 (=) (1-0 (=) ° 


Из первой формулы (14) следует, что 


Те (А; 2) =“ о у ф (4; Е, х) и = а. ин= 


ме —= 2рх—П (х п 
ен РН (А --И (д) НИ (40 (2))"} = 


а-НО (=))"— (1—0 (2))" (1--О (2))"-- (4—0 (=2))" 1 
= [р-р О . 


}- (45) 


Отсюда ясно (как и нужно было ожидать), что функция Р, (А; х) 


п в: 
представляет собою многочлен степени > в случае п четного или == 


4 
в случае п нечетного. При р=9 = 5 формула (14) упрощается и при- 


нимает вид: 


Р (4; 2) = „и {4+ УзН-+а-—Уз)"Н) 


При п= 0, 1, 2,... для многочленов Р„(А; 1), после введения одно- 
родности, получаются выражения: 


Р, (А; 2)=1, Р,(А;х)=а-рх, Р,(А; 1) =Т-Р(Р--24)х 


Вычисление многочленов Р„(А; 1) удобно проивводить по рекуррентной 
формуле 
Ри (А; х) = (р- 9) Р»-1 (4; ма) ) Р„-,(А;2) (п>2). 
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Собирая коэффициенты при т” в формуле (14), мы можем получить 
явное выражение для вероятности р, (А): 
| р (А) = 
© (0=% ри 
и 9 Е] 


Бе р" С а-РИ 2 Сенс рун + 


[2] 


+ 24 2 С“Ст (4—р)у @-т)} и А __ [+] ) 


При р=4 эта а упрощается: 


Р® (Ах ВХ (= т < НХ 


Математическое ожидание с„(А) числа А-серий в п опытах и дис- 
персия Е„(А) (среднее квадратическое отклонение) той оже величины 
определяются по формулам 


‹„(А)= У тр» (4), Е„(А)= У (тв, (А) (А). 
т=о0 т=0 
Для Ею „(А) и Е, (А) им, дважды производящую 
функцию $ (А; #. 2) по х: 


Од. Р1(1— р) и 
дз (43 2) "НЕРЕаа рн > РА 


9 (А. а ерче (ро к. ПРУТ Я У 
да (45 № 2) — 11+ 9—2) рае — = (А; т) г 


и ватем положим х=1. Тогда 


` СЕР 
пен 


г 1—0 

« й 2р’аЁ (#— 
ХР; (4; 1)" =", 
п=0 


Сравним в последних тождествах коэффициенты при {": 
Р» (А; 1) =р[п— (п 1) р]=р (пар) (п=1) 
Р» (А; 1) = р*а [(п—1) (п— 2) —(п—2) (п—3)р] = 
= (п— 2) р'4 [2р-+ (п—1)9] (п>2). 
С другой стороны, очевидно, что 
„(А)= У тр® (А) =Р„ (А; 1), 


т=0 
в 


Е} (4) = У тр (А) —с# (А) = ХУ т(т-— 1) р® (4) +3, (4) +02 (А) = 
т=0 


т=0 
=Рь (4; 1) +Р‚(А; 1)—Р,' (А; 1). 
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Подставляя сюда найденные выше значения Р, (А; 1) иР, (А; 1), находим 
5 (А) =р(па-- р) ^ рам, _ 
в (А) =У 29 [(п— 2) р*— (п— 3) 9-19] И 4 (р: — 9+9) -И и. ( 


В частности, при р=а = . 


„(А = етот, (18) 
А 
с.(-1) 


Асимптотическое (при й—> со } значение АЕ оказывается максималь- 


1 В 
,-* То же самое можно ска- 


ным, если р=0; в этом случае оно равно 
Е,(А) 

п 
Если обозначим черев с„(В) математическое озкидание числа В-серий 


в опытах, то, по симметрии, получим формулу 
с„(В)=49 (пр- 4) ^ рп 


(аналогично и для дисперсии числа В-серий). Любопытно отметить, 
что 5„(А) ис, (В), вообще говоря, равличны, но при п —> со справедливо 
асимптотическое равенство 


вать и об асимптотическом значении 


бп (4) — эр (В), 


каково бы ни было р. Подобное замечание относится и к дисперсиям. 
6. Обозначим через М” (А) * число А-серий в п опытах. Для опре- 
деления предельного закона распределения этой случайной величины 


составим характеристическую функцию Ф, ‚(2 ) нормированной величины 
М” —с„ 


Е» 2 


Ф, (1) определяется равенством 


и затем посмотрим, каков будет ее ‘предел при п — <. Функция 


М“ — с, 
где ЕЁ (5) — вакон распределения величины ‚ и так как эта функ- 
Е,у2 
т — с. 
ция ступенчатая, со скачками р в точках х= ”, то 
Е,у2 
п : т-— си Ёп п р т 21°п И 
к роде. ° ЕУУ —=е ^ ЕтУз м ре в ПУ 6 Е Р (еЕтУ? ). 


т= т=0 


Подставляя в эту формулу выражение для Р,(т), найденное выше 
[формула (14)], а также значения с, и Ё,‚, взятые из формул (16) 


* В дальнейшем опущен значок 4 при М“, <”, Е®, р и Р‚(з). 
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(17), получим при п, стремящемся к бесконечности, равномерно отно- 
сительно всех вначений { из любого конечного промежутка: 


Г 


сет) ((—р) а рев ту - КР =. м Ро 


Ау? - 24 ( —24) нЕ о (==). 


й 


(=)-= 


ао (е"У?) _ | 24 а о из ) 
- -р - Я). 
2 И © ь РЯ РЯ вт Е 
р. го 1 : ох и " 
( па ое ое ЗЕ а ра (1-8 та) (2—5 =. 4% (+) _ 
а ео 
ЕС м 
у 
й ий 


И Ев ЕЕ Ев?) в 
01, (ЕО )"=о(4) 


и, наконец, 


а и = в т Уно 
== —е Ен\? "р ое Е") ^.е < (1 31 А 


12 
и а. к 
а ара) на ва е + 


. 


откуда. ясно, что интересующий нас предельный закон — гауссов. 
Другими словами, каковы бы ни были числа и “(-- © РХ 
< "< + о), справедливо соотношение 
га 


И Вер 15, Е’ Е,у2 2 < М® «о. ГЕ и т в \ ета" 
7—0 п г 


7. Рассмотрим теперь число А-серий и В-серий (суммарно) в п опытах. 
Героятность того, что это число окажется равным т, выражается суммой 


р» © ограничениями 
(Ки, 1) В 


> Г, ые > $8, = п (К„) и о т, = № В. = (1.м). 
Проивводящая функция 
= У Ура" 
т-=0 п =0 


иа этот раз получается из основной функции посредством замены х, на 
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Га, 9, на Ех: 


(еУии) ее, 


\ ; Их г =. 5 
ЕЙ п = = 
у ПЕ > рН. р Ор 


= 5г)(1 +3 и ь 
_ 2-4 =) раё (&— =) 


и 1—Е- рРаР (1— х*) 


1— р 1--491 


(20) 


Положим, как и раньше, 


И) = №. Ра 
п =0 


исключение целой части и разложение на элементарные дроби (относи- 
тельно Е 1) дает 


—х т Я и 2 (и— Е? 
А 


Пек М Я ы—# Ч -24- ЕЕ рай (1—=')’ 
где 

2 р и. 
а а 

2-НО (2) ИЕ Е 

Я, = Й (2) (1-0 (=) ° Я, = таб м 

'Гаким образом, 
и 
о В 
на Е т НР „н)= 


] 
ЕН р в 
} 


и 


Продифференцируем 9 (1, х) дважды по 7: 
9$ (1х _ Е [1-+ 2р4 (1-22)? ра(#—2=) (3—2) @—2р:4' (4—2) — 
‚#) ЕЕ =] Е 

9 мо 22 + (32 —4) В + [6рах’—3 (2ра-- 1) 2 (1+ 2р4)] 

о) 23 | [1—1#- раЁ (4—2?) зя 
а Ра (2-4)? (2—2) В-- 2р4? (4—1)? (а 32) Ё | 

ы [ —1- раЁ (#— 2) : 
Затем положим х=1 и разложим по степеням 1: 


9 т 


Е 
= Па т 


= у [ира (р*-4*) м", 


9? х 22Р—В- (4ра— 14) й 
+1) = 27 и = 


т 4 ра 16рч- - 24р9—7 гы ый г 
7 а а— т. а Е }= 


= 224 У [2р4п* — (10р9- З)в-Е4 (Зря — 1)". 


= 
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Отсюда следует: 
Ро (1) =0, Рь (1) =2пра- (р? 49°) (п>\, 
25) =Р: (1) =0, Р» (1) = 2рч [2рап* — (10р4 —3) п- 4 (3ра—1)] ®> 2), 
так что, вводя в рассмотрение математическое ожидание 5, и диспер- 
сию ЕЁ, получим, при п>1, 
°=0, в„= 2ира- (р 1’), 
„(А)“, (В) =»; 
с другой стороны, при п > 2 
Её = Рь (1) Ев, (1—0) = 
= 2р4 [2рап* — (10р4—3) п-+ 4 (3р4 — 1)] — 
— [2пра - (1 — 2р4)] . 2(п— 1) р= 
= 2р [2 (1 — 3р4) п- (Юра — 3)], 
Е, =У 224 [2 (1 — 3р4) п- (10р4—3)] = 
= 2294 [2 (2* — 9+4’) п— (3р* —4ра- 34°) ^^ 
—2У 24 (р*— Ра-+ 94°) Уп, 
тогда как 


п) 


(22) 


(23) 


——_—_——-`_——— 


Е =0: Е, =5, (фе =0. 
Характеристическая функция нормированной случайной величины 


(и) 
м у" где М“) — число А-серий и В-серий в п опытах, имеет вид 
Е» 
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(ре "ИЕР, (ему, 


причем Р, (5), о, и Е, определяются теперь формулами (21), (22) и 
(23). На этот раз 
и = 
и уз . в й 
(ет УЕ) 14-2 орд (1 — 2) +9 (в), 
й 


ани (еЕ® УЗ) ры рт У 
к а = 1 - 


— 24 (1 — 229) ин-Но Мы 


й 
ей се ь т ъ п | - 12 
Ев У т Ира У? .: —-раА-Зра) йа . - э 0 ( =) г Уно) 
(= —) ее Еп Е’ ‘ЕЙ Иа  *` . 


и потому 


и ыЕ в р Г 2 
-иЙ 5 т № „Ил--о в. ий 5 ОЕ „Ул о (1) А 
Ф,(=е га т е ор ы -->е ; 


так что предельный закон распределения снова — гауссов. 

8. Рассмотрим теперь число г-членных А-серий в п опытах; обозна- 
чим его через М (А; г). Вероятность р®(А; г) того, что всего. по- 
явится 1 г-членных А-серий, равна сумме У Рв, взятой с ограни- 

(®уи (т), Гль) 


чениями 


«=т (*„(т)) и о та., -- У 5В=® (Г). 
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Нетрудно проверить, что соответствующая производящая функция 


о а 0. Е > ре (А; г) ётхт 


Г т=0 п=0 
может быть получена из ос новной функции я в посредством за- 


мены всех `зргументов у. через #* и всех аргументов х; через # ‚› кроме 
аргумента т,, который заменяется через {"х: 


ЗЕ ИНАЯ НН 
(А; г; 1, =, Е о" ф а 


В самом деле, 


о И РЕ ие Е 
В р. #2. : РЕ т иг > > Ро. # " и в, = 
И о .... 


=%( р Ру та" УСА; гот) 


тут (ит (г), Гл.) 


Выполняя построение $(А; г; 2, 1), получаем 


[1+ Хы — риа | (1+8) 
1 ©=1 


ик ий Е 
#— о р — ри" и] - № о 
ти К=1 
Й : а 
ий в | Ыб 
РРР 1—9! 


Разложение %(А; т; 1,2) на элементарные дроби относительно пере- 


менной х имеет вид 
та 
той 


% (А; г; &, Не з 


э=0 


где в, и В, — функции х. 


Положим 
со 
ен рее 
п=0 
тогда 
а 0" р ИЯ, 
И. Г, 2) = гар (А; Г, ра) 1-о= Х ег й 
У=0 


где 1, =ЕЁ (1) — корни уравнения 
в (4; 7; 1, 2) = АЕ р’а!*" (1 — 21) (1—2) =0, 


и притом 


1— р", (@— рЁ,} (#— =) 


” и (25) 
@— р” (+ — (2-2) р] (#—=) 


В, == В, (2) = 
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Чтобы вычислить математическое ожидание с„(А;г) й дисперсию 
Е„(А; г) величины М (А; г), дифференцируем $ (А; г; 1, 2) дважды по 2: 


А р"! (@— рб 

да (4 Г; +) = перер а рд ва, 
д*ф ве И р (ЧР) 

д (А$ 7 >) [1—1 р79#"*1(@— рб (#—2)} 


и затем полагаем 5х =1: 


а ЧТ А р ОАО. 
5 (А; а ав 5=:(А3 Г; &,2) = 9 з 


Сравнивая коэффициенты при {” в последних тождествах, получаем: 


| при п < г, 
зи (А; г) = Рь(А; г; = р’ при п=г, (26) 
[ Ра[(и—г-+- О 49-2Р] при п_>г. 


п 
Легко проверить, что Ус, (А; г) =, (А). Далее, 
Т=1 


РА: = 
р при пвх 2, 
=>. при п=2г--1, 
074" (6р" + 6р4 (п— №) 4 (п— 2) п—*-+-1)} при >22. 
Так как 
Ек (А; г) = Ри» (А; г; 1) |-ч. (Аут) [4 — св, (А; г)], 
то, 
Еь (А; г) = 
[0 при п<!г 
Р’(1— р’) при  п=г 
Р'9[(®—г-+- 1) 4-22]. 
= - (1 — р'а[(® —г-- 14+ 22]} при <<, 
то же --2р”"а при п= 2-1 (27) 
р" {[2р — (27-1) 9] чп [2р*—4 (2-1) + 
+ 7—9 (т + [2р-— (г—1)4]} при п> 2" -- 1) 
Таким образом, при п —> < 
сл (А; г) = р'4’п-- О (1), (28) 


Е, (4; )=Р'ЧУТ-РЧ 94—27]. Уп+0 (5). (9) 


Переходя к рассмотрению предельного закона распределения вели- 
чины М <) (А; т), выясним предварительно, что происходит с корнями 
у Я : 

{, уравнения ®(А; г; {, 2) =0, когда п растет неограниченно и, сле- 
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ОЗ 


довательно, х= еЁ" У? стремится к единице. Упбмянутому уравнению 
можно придать вид 


1—1 ко 
т р: го 
Р’аЁ ** (1— рё) Е„У? Е. в 


откуда видно, что при И —> оо один корень и (н: зовем его &,) 
стремится к единице, а остельные корни 1,(у=1,: 


‚2, ....Г-+ 4%) неогра- 
ниченно возрастают; ясно также, что 


и ры роет} 5+0 (4), 


я И. п? 
или (ини вузе) 


‚ и что при этом 


1 1 и ы 
8 =0( =) (1575г 4) 
ве 
или, точнее, 
т 1 


А И ой 30 
р У? р" Е] з > НЕ ) ( ) 

Что касается вычетов В. то из последних соотношений и формулы 
(25) следует, что В, стремится к единице, а А, (у=1,2,....г-Е 1) 
остаются ограниченными. Действительно, при У > 1 


7+1 


о) 
„У? 


| В, | = и | < 
Я (7-2) р’ чЕ 0 (1) 
Е, У? 

а (О - 

г. и а 4 
в Е, У2 29 т -0 (4) 
—- \ Г т-+ 1-1 0(1) ий 

а) рав —1+0(4) 


Е,у2 


Таким образом, 


52 
‚ ра? 1 рта? г Е 
т 07а? {1-р"а [(27-4) а-2р] } 
В ев уВ № ое Е? * А 


а 


откуда, принимая во внимание формулы (28) и (29), заключаем, что 


1Ебь ТЕ ее 


| е Е* УР, (А; г; ©" У?) =“. 


со 


Итак, предельный закон, которому подчинена величина М< (А; г), 
опять-таки гауссов. 

9. Обратимся к исследованию числа т-членных А-оерий ши В-серий 
(суммарно); обозначим его через М< (г). Вероятность того, что таких 


® Известия АН, серия математическая, № 1 
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‚серий появится всего т, равна сумме ЗУ р», подчиненной ограни- 
(жи (Г), Гл) 
чениям 


я. В, =т  (хт (Г)) и юм ги, > СЕЕХ ПУ 
х 8 
Соответствующая производящея функция 


= о у рб (г) тат == У, Ри (г; 2) #" 


=() п=0 п=:0 


получается Из основной функции посредством подстановок 2; == фе 
[3705 И ие 
Ук = (Г), т, =, = т: 


г. 
® (г; ; Ви а И р а ) 
В самом деле, 


р т р 
Е (2 НС Е 2 ры Е 


ее 7 \ т пит — и 
А. > И. Е: 2) 
т, п < (г), Гль) 
Оказывается, что 
со [4 9) 
= ее а 
= [ У рН — р (9—2) ] [ > а — Ч" (1-х) ] 
1—1 К=1 


1 м 1 м 
[== —- р!” (1 | п Я .) | 


7 т (1 41 о 
1 [Ее р” (1 в [1 - 47" (4 | 


_ Ира ааа а 2) (1 
РЕ рИ"" о, 4) Р-р’ а р) а—90 @-—®) еН 


где для краткости положено 
= ра“ 0.1.2. ...). (32) 


Дробь, представляющая (т; 1, 2), — неправильная относительно пере- 
менной {. Исключим целую часть и разложим на элементарные дроби: 


ь т 2—{1— #5, (1— №) (1— -4 (1—х) 

1 ф — ы 

У (7; 1, 2) о ааа Ра а-== 
ЯР-1 


= я; 


где 1, ==1, (1) — корни уравнения 


(Г; ЕЁ, д) = 1—1 ра!" ' ($,-,—- 8,1) (1—2) — 
—Р9'# "(1 — р) (1—9) (4—2) =0, 
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а вычеты А,==А,(х) вычисляются по формуле 


ре 2—6 —15, (1— рь) (1— 96,) (1—2) 


ЧН) РГА ЕЕ ар 2) 


Дифференцируя (г; #, 2) пох 

97 45,2 (р95-1— 5+) а о 9$ ГУ 

дх {А Е- ра" *1 (5,1 — 51) (1—2) — ра" (1— р!) (1—9 (1—2): 
ЗЧ" (2-1) (1—рИ (1—9) (1 5% (1—1) (1—2) (1—9!) (1—2)? 
ЧЕ рав, (12) — р’а" (4 РИ) (190 (1—1 


и полагая х=1, получаем 
99... 2 ь 
и ь. 0 ет (АА А.Р), 
тде 
А, =5,, А, =2(р95:-1—8,), А, = — р (1—9) 5; 
тогда разложение по степеням 1 и сравнение коэффициентов дает: 
0 при п<г 
ЕР 9 А, _ при п= г 
( Кп-- К, при п г, 
где положено 
АКА ГА, К, = (4, —г4 -СРОА, = 
= 94" а) зна. 
Таким обрезом, при п —> со 
с (г) Кап, 
точнее, 


п (") = 24 ($,.—1—8,) "+0 (1). 


Заметим, что, как и следовало ожидать, 


г, ен (В: г) = п (г), О а. 
1 


"= 


(33) 


Дальше, если продифференцируем функцию (т; 1, х) дважды по х 


И затем положим 7 — 5 то получим 


ео. 


д: 9 \ 
причем 
В. = р’ 
В рр .5рт, 
В, =р4( 2р457-,. — 25, 51) + 4р"а’-- 2р"*14 "1, 
В, = 29 [— Р95' ее о + 25] - ИЗ рат 
В, = 24 [Р95»-,5, — (1—4) 8+1 + р"На"Н. 
Сравнение. коэффициентов при {" дает 
0 при п < 2", 
Р, (г; 1) = 28, =4р"" при: п= 2и, 


2(3В, + В;) = 2(р95,-.5,-№р'’9’) при вп= 27-1; 


наконец, при п > 27-2 
и ОАО -ЕЬ, 


(34) 
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где положено 


Г. = Ву В ЕВ В РВ. : 

= — (4—3) В, + (4—1) В, 4-1) В. (3) В, (5) В = 
= —47Д, + (ЗВ. +В, —В.—ЗВ.—5В.), 

Гь = (2 —1)(27—2) В. 2(1-—1) В, + (27-1) жВ, + (2г--2) (2-1) В, - 
+ (2-3) (21-2) В, = — 47Ё, — т +2 (В.В. ЗВ,), 


или, с помощью формул (34), 


Г. = р'4° (5"-1—$,)", а 
Г, = — р?9*[(4г—1) 5, —4 (27-1) $:_—,5,- (47-5) $] Е ара" Е 
т и ("-- 1)Р9]5,—,5„— | (35) 
г (27° -- 5^- 3) ра] 5} + 2р'9" — Агра". ] 
Отсюда следует 
Е» (г) =Р, (7; 1) 9 (г) — зн (т). 
так что 
(0 при п < г, 
и —5* рии, 
(К >п-- К.) — (Ки К.) = 
Ев (т).= ‹ = ра [(п г 1) 4-— (п-т— 1) 5,|— (36’} 
— 2*4° [(п—г-Е 1) $, — (п-г— 1) $,]*° при гп %, 
то же {4р"д’ при п= 2 
(| то же --2(р45:—,5„-1р”4’) при п= 2-1 
и, наконец, при п > 27-2 
Е? (г) = Мп ЕМп-+М.. (36") 
где 
М, =Г,-— К?, | 
М, =Г.- К, —2К.А,, ‚ (37) 


МВК, К. | 
Но с помощью (35) из соотношений (37) следует: 
М, =0, 
Е о 
+ 24 ($ $, ра", 
М. = 4 {3 ("*—1) р5- „+ 2[1 — (7-1 (37-1) р9] $+-,5,— 
= — (+1) (37-55) 291} 2274" — бер, 


38) 


———— 
Р— 
2 


Таким образом, при п —> © 
Е, (г) =иИМ.. У" +0 (=). (39) 


Обратимся к рассмотрению предельного закона распределения вели- 
‘чины МС (г). Когда п неограниченно возрастает, один из 27-2 
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3 
корней 1, == (2), х = еЕ"У* уравнения о (г; #, 2) =0, скажем 1, стре- 
мится к 1; остальные — неограниченно возрастают. Легко установить, что. 


А ее но. *, 
: % Е) 


где 

5 = м: а у 

—- ны. — пя? ПК и ЕЕ $ (40) 
В Ра (5% — 5.) —Р'9° ($1, — $4) [(г- 1) —, — (г-- 2) з]-- 29 - 


Когда п стремится к бесконечности, то вычет В, стремится к еди- 


нице, все же прочие вычеты А, (у=1,..., 2"-Р 4) остаются ограни- 
ченными. 
Далее, мы получаем 
#т--1 
г Е, 
в +) = Я тя, 
У 
=0 


а из предыдуших соображений следует, что 


Ри (7; еб") 


ПИРИ © р * 
ь м® (Роьь 
Закон распределения нормированной величины ———— Имеет вид: 
Е,У? 
_ 9% 1 
р, (9 =е Ез\? Р, (г; еЕУ?). 


Логарифмируя последнее соотношение, находим, 


1 
10#Ф, (© = а 102 Р, (г; еЕ"\? ), 
и так как 
165 Р, (г; «вьУР <) = — (п-- 1) 105 +0 (+; в) (+0 ВА ИВ 
паз а 
+ (9—5 )ж+О (+ „))=- Е„У? у у “) Бао ) 
105 Ф, (=) = = (16, 72.) УЕ —(8—. “) эвзНо (И. 


Но согласно формулам (33) и (40), 
5, па =О (1), 


аа = {- 4 (4-1 — $) — 14° (5, — 5) Ц) я, — (+2) + 


о 5 
-- а. у тр 9, ($ 5.) — 9 М,. 
Поэтому 
Е? 


о (Е) = — ет = =—т. 


Отсюда ясно, что предельный ззкон — гауссов. 


* В дальнейшем опущен значок ^ при <, и Рь. 


22. В. П. ГОНЧАРОВ 

10. Посмотрим теперь, что можно сказать о длине максимальной 
А-серии в п опытах. Мы подразумеваем, что длина максимальной 
А-серии равна т, если в нашем ряде опытов имеется т-членная 
А-серия, но нет А-серий с числом членов, большим чем *. Обозначим 
длину максимальной А-серии в п опытах через А. Пусть, далее, 
10 есть вероятность того, что А меньше чем т. Положим 


== У це 


71=0 


й вычислим НКЦИЮ 1). Так как вероятность Ш равна сумме 
Фт ) 


т 
Ра, взятой с ограничениями 
(Кл, №т) В 


Ур га, У 88, =п ПИ бб ЕЙ 


то легко понять, что производящая функция Фф„(1) получаетея из 
1 р т 
основной функции ИА посредством замены 1, через Г при гхти 


через 0 при г> т, и вамены у, через {, при всех $: 
О с О 
=(0=Р() ооо т, ) 
Действительно, 


) ^. 5 со 
Е а я У р + Е А. =. о. \ "= 
р, ‚ тб, т а 5 ра] = 2) 2% | == 


7=0  (ВКи,\№р) 
со 
= № И фи (@). 
= 
Выполняя подстановк получаем : 
д у, м 
т-1 [2$] 
х < 
й а У р") (1+ У 98) 
Е оО 0, т Е =) в. $=1 я 
й в, о ть ®", РЕ: т со и 
1 > ‚ р" У 98° 
"= 8= 
: {— р"® ; 1 
Ее у 
то + 1— р ) о Е 
ыы а — арта * 
р 1—9 
Итак 1 — р"!" ; 
] Фит, (2) \2К 1 ЕР ра" .. (41) 


Нас интересует коэффициент при {" в разложении этой функции по 
степеням {. Выясним, как расположены нули полинома 


т) == А — Е р". 
вк ниять > (чи 


тт 
== т вит | <0 (действительно, _ р "= ити) я то уравнение 
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9 (1) =0 имеет корень в промежутке г: этот корень — 
единственный в укгванном промежутке, так как функция о„(1) в нем 
убывающая, и, кроме того (если т достаточно велико), он — простой, 
тт 
ия 
Обозначим этот корень через #"). Все остальные нули полинома ви (#) 
(обозначим их через 1, (у=1,2,...,т)) удовлетворяют неравенству 


так как кратные корни возможны только при условии р" = 


1 1 
[22-52 1. 


В этом можно легко убедиться, если, положив #=тге. заменить 
уравнение ‹„({)=0, которому можно также придать вид 


1—1 
а РЕ 
эквивалентной ему системой 
1 11—14 
жа ку (42) 
т аго #==аге —- (по@ 2т). (43) 
Уравнение (42) преобразуется к виду 
М ие АЙ (44) 


2 


что касается уравнения (43), то вытекающее из него (но ему не экви- 
валентное) урэвнение 


т агё ЕЕ аге -— (под =) (45) 
может быть записано в форме 
_ 811 (т) 0 
= маи Го 


Геометрически уравнение (46) предоставляет паукообразную кривую, 
расположенную симметрично относительно оси 8 =0; эта кривая состоит 


1 
из петли («живот паука»), имеющей диаметром отрезок 0 = 1, 


9—0, ветвей, находящихся вне петли и удаляющихся в бесконечность 
(«ноги паука»), и прямой — оси 0=0. Кривая же (44) состоит из двух 
овалов: меньший из них заключен в «животе паука») и пересекается 
с осью 0=0 в двух точках, из которых только одна удовлетворяет 
уравнению (43) (это и есть как рав нуль функции и (1), #=#")); боль- 
ший овал, напротив, охватывает «живот паука» и режет ему «ноги». 


Все нули 1” (у=1,2,...,т) расположены на большом овале; наи- 


1 
меньший из них по модулю лежит на оси 8 =0 и равен ри наиболь- 


ший же из них не превышает максимального радиуса-вектора овала, 
а именно положительного корня уравнения 


Аг реа" = 0. 
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р 
Этот корень при т -> со стремится к г: Поэтому 
м ОИ 7 
р <® рр Е (47) 


Обратимся к более точной оценке 1"). Полагая #7 =1 ит, полу- 
чим ив равенства ®„ (#7) =0 
ит = р"4 (1 ит)" "". (48) 
Так как и->0, то при достаточно больших вначениях т 
НР Е 


следовательно, 


т И, <р(1+:). 


тр>с 
Пусть р— число, удовлетворяющее неравенству р«р< 1; возьмем 
® 
= -_{, тогда 
9 
о Ре Е 

ит Им, < р, 

‚ Т-Ьсо 
и, значит, при всех значениях т, 

и„<Кр” (К константа). 


Но тогда из равенства (48) вытекает 


ит ^^ р"4- 
Итак, 
= А-- р"а-Но(р"). (49) 
Разложим функцию фи (1) на элементарные дроби: 
т ( 
Е во 
Фт (1) № о {т НН ; 
далее, получаем 
(О ит) (т) о (т) 
По — $ (0) = р К, т мА 
т п! т Пр коту а тт? 
у=0 У о У=1 у 
‚Вычеты В" вычисляются по формуле 
р" 1— рт) 
(( 
ры и О. мо 


@— (т 1) р”"ат" 4 [(т +1) —ткт® 
Подставляя сюда значение {”) из формулы (49), будем иметь 
в случае у=0 
10", (51) 


тогда как при »›>1 (если т цостаточно велико) мы получаем с по- 
мощью (47) 


ВИ. 4 
в ИР Е (++=)  О-рыр 
У —: та 5 1 п — . 
та | №9 — 1 | та ( р" ) (т4—р)4 
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Таким образом, при у> 1 


18-0 (5). 


Принимая во внимание указанные обстоятельства, мы приходим к за-. 
ключению, что 


т Ч --О(р”) 
По9 — ты "). 52 
т Пар” О(р”)|№** +О (р ) ( ) 
Обозначим соответственно через = и через 9, целую и дробную 
107 
р 
части числа Ен ‚ так что 
108 —- 
а Р 
108 п 10 п 
Е р Е = ое 
0? — 0? — 
8 8 р 
Тогда, полагая т равным | 7 и подразумевая под ^ любое фикси- 
105 — 
Р 


рованное целое число, мы получим 


108 п 105 п в 
[ 1 о 
| 10 — 108 — | 
т ых 2% —б . 
а Ра, ок 


откуда при п-> << 


#+0( +) 

(п) ры хп 2 —ар-о 9и--> \ 

Пн. о ет (53) 
1+ ЧР Ня 5 


Каково бы ни было число ах (0<«<1), можно подобрать тгкую по- 
следовательность {п,}, что 


Пт 0„,=о; 
Ко 


в таком случае 


> а 10= п, 

1 069, = е-9-“® (т, = =» ь 
К >< 10 — 
бар 


Иными словами, 


пт Рер {А”ю <т‚-+ ^} — им Рер {ею —т < ^} ев е-чрт“ А, 
к >< Кк+ <> 
| пк) _ [108 па ря 
так что случайная величина А (к РР в пределе (при А-> о) 
Е 
ин 


подчинена ступенчатому закону, зависящему от параметра а и опреде- 
ляемому формулой 

Е, (1) = е-4т-“®  (А—1<1<),). (54) 
Законы Р, (1) (0<« < 1) являются, если можно так выразиться, «точками 
сгущения» для множества законов, ‘которым подчинены величины 
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Ао 9 
1 

102 —- 
-: Р 


их можно назвать «дважды-экспоненциальными». 
Каждому из законов ЁР,(1) соответствует математическое ожидание, 

зависящее от х и меняющееся в конечных пределах, когда х пробегает 

промежуток от 0 до 1. Отсюда ябно, что математическое ожидание 


длины максимальной А-серии имеет вид —- --О (1); можно поэтому 
108 тя 


(п=1, 2,3, ...). Эти предельные законы — не гауссова типа: 


10° п = 
сказать, что оно асимптотически равно о. тогда как следующии 
105 —- 
7 - 
член асимптотического разложения колеблется между двумя постоян- 


ными числами, не имея определенного предела *. 


п 


14. Как известно, последовательность элементов е, е,,..., @, 
(1 <г=< п) образует 7-членный цикл в перестановке из п элементов 
1,2,..., п, если элемент е, переходит ве, е, ве, ит. д.; наконец, 
элемент е, снова в е,, причем ее; (1,1=1,2,..., гуё 7). Вместо 
«Г-членный цикл» говорят иногда «цикл г-го порядка». 

Каждая перестановка может быть разложена на циклы; например, 


перестановка 


р м 
58 45 в оццеозЕо ионов 92 70 


разбивается на 9-членный цикл (2, 8, 3, 45, 10, 17, 9, 4, 18), 6-членный 
цикл (1, 6, 19, 7, 6, 14), З-членный цикл (12, 16, 13) и два одночлен- 


ных цикла (11) и (20). 

В дальнейшем при изложении некоторых теоретико-вероятностных 
результгтов, относящихся к разбиению перестановок на циклы, все п! 
перестановок из п элементов предполагаются равновозможными. 

Пусть о, — число г-членных циклов в перестановке (г=1,2,..., п), 
$5— число всех циклов, и т.т, ‚..., т, — число членов в циклах, рас- 


* Что некоторые из числа рассьотренных здесь величин в пределе при п — со 
подчиняются закону Гаусса,— как га то обратил мое внимание С. Н. Бернштейн, — 
»ожно заключить также из принадлежащих ему общих теорем. В самом деле, на- 
пример, число А-серий в п опытах равно числу появлений комбинаций АВ в рас- 
сматриваемой последовательвости опытов (оно на единицу больше, если событие А 
появилось в последнем опыте, но это мало существенно); что же касается этих 
комбинаций, то любые две из них при разности номеров опытов > 2 являются 


независимых и событияьи. Агалогичеое утрерждевие справедливо и относительно 
ВАА, АВ 
р-членных А-серий, если введем в рассмотрение комбинации_типа ———---——/; 
р раз 


такие комбинации также независимы при разности номеров опытов > р-+ 2. То же 
замечавие позвол яет распростраекль эти гыгоды на случай схемы Пуассона. 
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о ООН 


положенных в каком угодно порядке. Очевидно, 


п, 

Уч =: ==» (55) 

т={ 

$ ИЗ 

оо. (56) 

= ГЕИ! 
носледнее равенство следует из того; что я, не что иное, как число 
чисел, равных г, среди чисел т, т,,...,т,. Распределим перестановки 
по классам, относя к одному и тому же классу те перестановки, для 
которых совокупности чисел т, т,,..., т, (с учетом кратности, 


независимо от порядка) —или, что то же, последовательности чисел 
%, 9.,..., Я, (взятые в указанном порядке) —будут одинаковыми. 
Условимся рэди краткости называть числа я, индексами класса. 

Считая п и числа т, т,,..., т, заданными, определим число пере- 
становок класса, характеризуемого совокупностью чисел т, т,,..., т,. 
Имеется всего 


! 
(Ст, тз, ...,т; — п 
п 


т! т... т! 


способов разбить п элементов на $ групп, содержащих соответственно 


т,, т,...,т, элементов. В 1-ой группе, содержащей т; элементов 
(:=1,2,...,5), можно переставлять элементы 7! способами, но только 
т; : 

Е =(т, 1)! из этих перестановок образуют различные циклы, так 

$ 

как г-членный цикл, составленный из элементов е,,е.,...,е, можно 
записать г способами, — начиная с любого элемента: (е,;е,,....е,), 
(ее, ..- >», 61), (е,,... 6, ее, ит. д., наконец, (е„, ее, ,... › 6,1). 
С другой стороны, раз среди чисел т,, т,,..., т, имеется а, равных 


х, то о, групп, содержащих по г элементов, можно переставлять между 


собою а,! способами, не выходя из пределов намеченного класса пере- 


становок —это уменьшает число подсчитанных перестановок в 9! раз 


(г=1,2...., п). Таким образом, всего перестановок в нашем классе 
содержится 
ы 8 
П (^;-— 1! Пи; 1! 
сть т, о Я вы п! 1=1 Е 
п ь т аа ы т РЕ 
П 2... П (мл) Пь,1 
т-=1 1.1 == 1 
т! п! 


1..1 7=1 7т--4 Р=4 


Так как всех возможных перестановок из п элементов имеется п!, 
(п) 


А того, что перестановка принадлежит 


то для вероятности р 
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классу, характеризуемому последовательностью индексов 9,,4%,. ...,9л, 


получается формула 


р) 1 У Е (57) 


ол, ба, ... , 0.91 И р ы Пь,! 171 9712 4 пет х а! я! р а! 
й т 


Например, при и =4 возможны классы, характеризуемые последь- 
вательностями индексов 


я. =4.9. 0. #0. 
зан О, 
о ==, == =, 9 ==. 
= м —®- 
АЕ я Ш Фи. 


вероятности классов оказываются’ соответственно равными 
1 1 4 р а. 
‘4 в 4) А - (4) Е ( А 4) = — 
2:06 = 55, В до=х г Р6, бо-ао о 00, полета п Ро а - 


12. Наименее вероятен, очевидно, класс, содержащий единственную, 
именно, идентичную, перестановку... Он характеризуется индексами 


п. &_... а, ©, и вероятность есозравна 
р) 6 
ВЕ И п! 


Остановимся на выяснении того, какой из классов оказывается 
наиболее вероятным. 
Требуется найти минимум произведения 


Пе, до | (58) 
при условии, что целые неотрицательные числа %,.%,,...,%„ подчи- 
нены условию (56). 

`\. 

Пусть 9, @,,...,@„ — искомая последовательность индексов, мини- 
мализирующая произведение (58), и у— номер последнего индекса, не 
равного нулю, так чо а,>1, 4,41 =@,:.=...=9и=0. 

Установим, прежде всего, что (в предположении у > 3) 

@, =, —. в. =, 1=0. (59) 
Р самом деле, пусть, напротив, о; > 1, где2 << у—1. Тогда непременно 
п р . 
п— Уго, = ка, = А-У. (60) 
т 
Поскольку 
Как ув, = К (к 1) Ру (а, -- 1) (Е У). 1, (61) 


условие (56) не нарушается, если индексы я; и ®, уменьшим на еди- 
ницу и зато заменим индекс ок.,, равный нулю, единицей. Отношение. 
зариированного таким образом произведения к рассматриваемому мини- 
мальному произведению равно 
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и оно меньше единицы, так как 


КУ К аа т 5 
р о 1, 


а это противоречит допущению. 
Теперь, предполагая у > 2, докажем, что 
=. (62) 


Действительно, пусть а, > 2. Тогда неравенства (60) и (61), справед- 
ливые при &=1, показывают, что, вариируя произведение как раньше, 
т. е. уменьшая &, и &, на единипу и заменяя 9,;!, равное нулю, 
единицей, получим в качестве отношения вариированного произведения 


к минимальному 
УЕ ай 3 
на, < 2 = (1+,) и < 1. 


что опять-таки невозможно. 
Убедимся, далее, что при у=2 


2—4 (63) 


Пусть а’<2. Тогда 


п—= Уго, у, >29, 
2. 


и из равенства 
уд, -- 2, - О=У(х,— 2) + 2:1 


видно, что систему индексов можно вариировать, уменьшая индекс &, 
на две единицы и зато заменяя индекс а», равный нулю, единицей. 
Соответствующее отношение произведений равняется 


2 ‚ 4 


уа, (я, — 1) 52 о 


откуда возникает противоречие. 

Если у=4, то условие (63) дает и, ==, =и. При п=2 последова- 
тельность индексов %,=2, ©, =0 определяет класс, вероятность кото- 
рого, как и вероятность другого зозможного класса (а, =0, а, =1), 


1 Е 
равна -,. При п = 3 класе (&=пл = оу 0) окажется не 


наиболее, а наименее вероятным. Что же касается наиболее вероят- 
ного класса, то для него при п> 3 мы должны иметь у>> 2. Но так 
как, по доказанному, при этом последнем предположении все числа а, 
обращаются в нуль, кроме &, и а, которые равны единице, то условие 
(56) теперь дает: 
п, 

откуда у=п— 1. 

Итак, при п >> 3 наиболее вероятный класс характеризуется после- 
довательностью индексов 


= и. — о. 0, @и—1=1, о, = 0, (64) 
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т.е. перестановки этого класса разбиваются на два цикла: один одно- 
членный и один (п- 1)-членный. Вероятность этого класса равна 


Подобным же образом можно поставить вопрос о клаесах переста- 
новок, которые стоят на втором, третьем и т. д. местах по величине 
вероятностей *. Порядковый номер класса, всобще говоря, зависит от 
числа элементов и. Однако нетрудно доказать, что, каков бы ни был 
наперед заданный номер А, начиная с некоторого определенного п 
(при и > п,) на К-ом месте (К 2.3) стоит класс перестановок, в кото- 
ром среди общего числа $ циклов содержится у—1 «коротких» циклов, 
порядки которых зависят только от Ё, и один «длинный» цикл, поря- 
док которого имеет вид п— р, где р завасит только от К. Что ка- 
сается случая К=2, то на втором месте 6тоит класс перестановок, 
состоящий из единственного цикла порядка п. 

Именно, если условимся обозначать через р(т,, т,,...,т.) веро- 
ятность того класса перестановок, который разбивается на циклы по- 
рядков т, т, ... и т. д., наконец, т‚(т<т, < ... <т, **, 
то при произвольных достаточно больших значениях п мы будем иметь: 


>Р(1, 2, п 3) >р(1, 1, п- 2) =р(2, п 2) > 
>р(1, 3, п- 4) > р(3, п— 3) > | 
>р(1, А, п 5) >р(4, п- 4) > 
>Р(5, п— 5) > | 
1 
} 


Р(1, п И >Рр(п) > | 


Бе’ ООВ 


а 
Е. 


— . . ` . . . - . . * . . 


>Р (6, п— 6) > р<1, т, 3, п 5) =рР (2, 3, п—5) > 


При этом расположение по строчкам таково, что вероятности, отоя- 


4 
щие в первой строчке, асимптотически равны —' вероятности, стоя- 
>: 1 С 1 
щие во второй, асимптотически равны 5„„_, стоящие в третьей, — _ 
итд. 
13. В выражении вероятности ай .... а Верхний значок п не 


является необходимым, так как он равен числу индексов ®,, стоящих 
в качестве нижних значков. Вместе с тем верхний значок п опредс- 


ляется через нижние по формуле, которой можно придать несколько 
менее определенный вид: 


па У т. =, 20.3, ... (66} 


* Возможна неопределенность в порядке классов, если несколько различных 
классов имеют равные вероятности. 


«т. ; ох (в) 
** Таким образом, мы пишем здесь, например, р(1.1.1,2, 3,3) вместо Рзл,э, 
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считая я,=0 при ги: в перестановке из п элементов нет циклов 
© числом членов, превышающим п. 

В дальнейшем мы изменим обозначение для вероятностей 
р) оз, ....и, Следующим образом: отбросим верхний значок и, замечая, 
кроме того, что добавление (или отбрасывание) одного или нескольких 
нижних значков, равных нулю, не изменяет значения вероятности, 
условимся выписывать нижние значки до последнего, отличного.от нуля. 
Так, например, будем писать ру.› вместо р о, 90; Рио» будет обозна- 
чать то же, что и 2”. з ооо При этом р без всяких значков будем 
считать формально равным единице. 

Введем в рассмотрение следующую основную производящую функцию 


переменных х,, х,, ..., Ж,..., число которых ничем не ограничено: 
= х 
И м 
| + аа и Е ь 
О С И”. (67) 
„Легко понять, что вероятность ри о»...а, МОжет быть определена как 
коэффициент при. хх)? ... лат в формальном разложении этой функ- 
ции по степеням ее аргументов. Действительно, обозначая нуликом 
подстановку т, =т,= ... =х,=0, производимую после дифференци- 


рования, мы Получаем: 


| й у 
1 дата ... аи 1 1 


2 а р т | У у 
а да да"? ЕТ д” о а а: 42 о 92 


что совпадает с правой частью формулы (57). 
Таким образом, 


В (2 т., т, -. .) = № Ро, 9, ... > 6, д Жо. 9"; (68) 


суммирование производится здесь по всем конечным последовательно- 
стям целых неотрицательных чисел %, 9%, ..., %, из которых по- 
следнее отлично от нуля. Это условие в дальнейшем будет всегда со- 
храняться без особых оговорок. 


” РТ и 9 А Ал, отр * 
Заметим. что, заменяя х„ через х”" (т =1, 2,...), будем иметь: 
х ы ей 23 108 1 1 
} а О Е ВИ п Аа... 
О Е =е и нЕ 
у зло; ии А: (9. о ьь в, О 
`Итак, коэффициент при ях” в разложении функц ( ) 


степеням х равен 1; так как этот коэффициент равен, © другой стороны, 


вл 02 0. й й : Я К ое 
вумме коэффициентов при 22: ...2°В разложении Ё (2, Фь» Ув» -**) 


32 В. Л. ГОНЧАРОВ 


распространенной на все последовательности а,, х,,..., я, удовле. 
творяющие условию Ури, о»,..,,=1, ТО Отсюда следует равенство 


_ 


_ Ре, в, .... @, — 1 (69) 


где суммирование подчинено условию Уга,=и. Это равенство можно 
было предвидеть и заранее, так как достоверно, что перестановка из п 
элементов принадлежит одному из’ единственно возможных и несов- 
местных классов. 

Укажем здесь удобный прием, который служит для систематичеекого 
и, если можно Так выразиться, коллективного вычисления вероят- 
ностей Ри. оз,...ь, При заданном значении п (= Уго). 


Если сумму Ур, м, о... 18а... 18%, ‹ взятую © ограничением 
Н- х 
Уго, =, обозначим через Е, (х,,1,, х.,...), то будем иметь тождество 


Е Е о Е Зы Че (70) 
п=1 


откуда ясно, что Ё„(х,, х., х.,...) есть не что иное как коэффициент 
при 1” в разложении РЁ (15,, Гх,, Ё2х,,...) по степеням #:. 


: 4 а* - 
и) — ага (2: Г, 90 


Нолагая 


= : а х ак Е 
— У Ти п ри и — ’ " п) К) — те 
= ное де (ии. Ш] и = Е 


Па 
мы строим Р, (х,, х,, х.,...) по схеме 
а“ Ех Рх 13 тои 1 ГечФ , " (п) 1 
п! а (Ех, Их, ГТ,,...) = г (е п (Ш’, И"... == 


> : Ф, (0! т, 1! > (п.— 1)! и): 


Затем все вероятности Рь., и», `..., МОЖНО будет получить как коэф- 


фициенты при'т,, х,,.... т, в полученном выражении для ЁР, (1, т.,...). 
Например, при п=4 


24 
О о 


в“ = и + 4’ Зи" + ба’ и’ *, 


Ф, (т,. т., 2х, бх,) = 


= (6х, + 8х, -- За байт, | 29), 


откуда следуют значения вероятностей р) ‚. Приведенные в конце п° + 


4.1 0.26.3 4. 
14. Перейдем к вопросу о распределении возможных значений числа 
циклов МОИ ==$ в перестановках из п элементов. | 
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Рероятность р того, что число: циклов в перестановке из п элемен- 


тов окажется равным т, представляется суммой вида У Ролаз....., ВЗЯ- 
. (Кть т) ь 
тои с ограничениями 


№ га = п | (А„) и Ут (Ё 


Еели в основной производящей функции сделаем замену ХЕ 
(к =1.2,3,...); то получим 


я и...) = № Ра... в ВЕ тат 
1 
== № { р Ре >] тат — ве. 
тп (Кь, Ст) тт, 14 


Отсюда ясно, что вероятность р’) есть не что иное, как коэффи- 
циент при {"5” в фазложении функции 
Е О 


так что’ 
) 1$ 1 дт:* 


т) — ити д!" дл" ® (Е, 1) 


Но. согласно формуле (67), 


— К 
И Пе р —{—94) 8, 


и потому м | 
(ЕЁ, х)=(1—2)-'. (71) 
Сравним в тождестве (74) коэффициенты при {": 
со 
1 а» 1 1 
ое ©) 9—2 0. а 
п=0 


Сравним в том же тождестве коэффициенты при 2": 


1 д* — Я р . : о 
ея (6 2) о = У р" = ИННА) (13)... (+11). (73) 
т=0 


Итак, вероятность р% может быть определена: 
1) как коэффициент при т” в разложении функции 
Ф(1 2) = (1—2) 
по степеням Гит, 
2) как коэффициент при 2" в разложении функции 


У 


а 
Фт (2) = Д.10” 1х 


по степеням т, йе 
3) как коэффициент при #” в разложении функции 


Ра +1)... (+11) (13*) 


по степеням 4. 


3 Известия АН, серия математическая, № 1 
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Последнее определение приводит к удобному рекуррентному методу 
вычисления вероятностей рт. Именно, сравнивая в тождестве 


| 
ОО) 


коэффициенты при {", получим соотношение 


При ь 


вто аа. (74) 


которому. полагая 


можно Также придать вид: 


ги) ак р 
Рт == — ПР» -+- Рт- 


( 1 
Из Е (73) сразу видно что, р’ =0, рн’ = ги, следовательно. 


р = р = 1. 


ие ясно, что числа ро’ могут быть расположены в виде «тре- 
угольник& Паскаля» 


0`4 
ИА 
Жи 
06 1161 


0 24 50 35 101 


я ла ое а 


и легко вычисляются с помощью одних только сложений и умножений 
на целые числа. Чтобы перейти от чисел р”, стоящих в п-ой строке, 
к числам .р(), достаточно разделить эту строку на п! 

Рассматривая выписанные выше строки треугольника (п<5), мы 
видим, что последовательные числа р (т—0, 1,..., п) связаны не- 
равенствами вида 


О ро < р < <... < <> р, >... > > ой 


ви—1 © я п^—1 

причем знак равенства или вообще отсутствует или стоит лишь один 
раз, соединяя два числа наибольшей величины. Пользуясь соотноше- 
нием (74), можно легко доказать, на основе метода полной индукции, 
что отмеченное свойство имеет место для любой строки треугольника. 
Вычислить р, как функцию п, т. е. определить наиболее вероятное 
число циклов в перестановке из п элементов, представляется более сложной 
задачей. Заметим, что при 3<п<7 в =2, но при п=8 в, уже 
равно 3. Это, конечно, нисколько не стоит в противоречии с резуль- 
татом п° 12, поскольку наиболее вероятный «индивидуум» нисколько 
не обязательно содержится в наиболее вероятной «группе индивидуумов». 


ы 
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15. Рычислим математическое омсидание 3, и дисперсию (среднее 


квадратическое отклонение) Ё‚, числа циклов в перестановке из п 
элементов: 


7 


и 
ОЕ о о == ® р (т-- в). 


тп-=0 эй. - о 


Двукратное дифференцирование тояздества 


уд 


Р. (= 1+1)... @-п--1) = УХ ре" (15) 
т--0 
дает 
Ра а... (в тр, (76) 
т=0 


РО а ... (8-0 = У тт рае. (17) 
ти==0 
В результате подстановки значения {=1 в равенства (75), (76) 
и (77) получается: 
1) тривиальное соотношение, выражающее, что появление некоторого 


числа циклов в перестановке есть событие достоверное: у р? ==, 
т=0 
2) формула для математического ожидания числа циклов в пере- 
становке из п элементов: 


71 „т 


„=Р, (1) = У ту + -==Н,, (18) 
тп =0 т-=1 
3) формула 
у ... 7 | т й 
У т(т— 1 =: =2 У а = На — М у. (79) 
т=0 и<т/ т=1 


Складывая (78) и (79), мы будем иметь 


У пере — НН те 


т=0 


(О 7% т 


в: У, пир, Х} пора Хир-н, Хи. 89 
т=1 


т=о0 т=0 „ т=0 
Переходя к асимптотическим равенствам, получаем “для с иЁ, 
следующие значения: 
в, = юеп--у-о(1), (81) 
Е с . @ 4 
==И с п- (5-1) - (==) 82 
Е, =У 168 В (82) 


где 1 — эйлерова постоянная. 
3* 
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16. Чтобы установить предельный закон распределения числа циклов 
в перестановках из п элементов, мы (обозначая это число через Ми) 
составим  характеристическую функцию нормированной величины 
м —с„. 
Е, У? 


$. (0 = ее аЕ, (2), 


== 


м —с 
где Р„(х)— закон распределения величины и ^ Мы получаем (как 
з > 


в по 6) 


1бъ й 


(ре РУ рые), 
причем Р,„-— многочлен, определяемый формулой (73’) п° 14. Его можно 
выразить также через функцию Г: 


Р» (1) = 


тео) 
ГОГ ий › 
после этого характеристическая функция Ф, (1) принимает вид 
и 
_ те) 
й 


116п 


Ф. (И =е Е\? . 


| Г (2 УЗ) Г (п 1) 
Полагая для краткости 
И 
УС 2 83) 
еЕ® У ||: о ДеЕ м - 0 (т: ) ( 
. "” Е.Уа 48 ТО 
получим, пользуясь формулой Стирлинга, 


й 


Ги ре "У _ Гпать,) 
5 Ра 08 ИЕ 


= [ею (пы) ие) юж аь,)} — 
— [ов п Г 106 кп } о (1) =е,1овт-о(1) = 
сено 
нае 1 _ ми е 
т повт-+0 (азия ) | 08 по) = у 08®— о. (4), 


ий так как, с другой стороны, 


и 
„уз «И, 
нА ый Е, У? == УЗИ 1081 + 0(1), 


п-›со 
то, окончательно, 
. И Уввт+о (0 ) Ув) 
Ни Ф, (= Нше -е\? ь ре. 
п-—со п-со- 


Таким образом, интересующий нас предельный закон — гауссов. 
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. . И 
17. Уеловимся понимать под длиною цикла отношение те 


числа элементов в цикле к числу всех элементов в перестановке. 
В таком случае естественно назвать © редне й длиной циклов 
в перестановке среднюю арифметическую длин всех циклов 


1 “чм; 1 
ГЕЯ ка “= 
5 > п я? 


т. е. величину, обратную числу циклов. 

Так как закон распределения числа циклов в пределе — гауссов, 
с бесконечно большой мерой точности, то можно предвидеть заранее, 
что таким же в пределе будет и закон распределения средней длины 
циклов. Можно также предвидеть, что математическое ожидание средней 


длины циклов асимптотически равно Е 
Мы вычислим здесь точное значение математического ожидания №» 
средней длины циклов в перестановке из п элементов. 
Согласно спределению математического ожидания, 


й 


Деля формулу, 


УХ р" =Р:(@) 


т=0 


на Ги затем интегрируя по { в пределах от 0 до &, мы получаем 


| Е 


п (п) р а 
"= \ а \ (#44) (#22)... (2-4 в-— 1) 4. 
т=1 0 0 к 


Остается положить { =1 и умножить на п, тогда 


1 
. 1 


мат (2-1) @ +2)... (+4) 4. (04) 


0 


Этой формуле можно придать также вид 
1 
в Г(п +0 
ыы те 
0 


Применение формулы Стирлинга позволяет перейти к асимптотическому 


значению \„: 
й й 
п' ь Е 85 
ео Ру | "9 По р (85) 
0 


18. Рычислим вероятность того, что в перестановке из’ п элементов 
окажется т, г,-членных циклов, т, г,-членных циклов ‘и. т. д., наконец, 
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т, г‚-Членных циклов (1 < г,<т,«... “тп 0<т < тбе= у тг; < п). 
ПРЕ 


И 
Обозначим эту вероятность через ре (" т вр Мегно’ понять: 
т, Т,; ...›Ть 
что она равна сумме Ур ‚ взятой с ограничениями 
91, 42, -.., 6, 
О АО 


(2) Уга,=п. 

Такая сумма может быть составлена в результате последователь- 
ного выполнения двух операций: 

1) в основной производящей функции РЁ соберем все члены, для 
которых удовлетворяются А условий (1); с этой целью вычислим коэф- 


т, тк 
фициент при» ' 2... лек (считая все прочие х, постоянными) и ум- 
ть 
ножим его на х»,' 2,,°.. 27 — получится некоторая функция от пере- 
менных 2, 
ЕЕ 
[4 =) еты 
? и ти ыы .) 
т тата. . Ета 
2 т, кам р ты д р <: 0 
я тата ня ре . 
УТ: ТЬ... Тк: ды т ..дт ть 2: 


2) затем сделаем замену х, =” и выделим коэффициент при 1”: 
р РУ Ра» -- ГК Е ира. ®( Рау" т 2? 53 1 
И о ИЯ] 142" ? а а Г 


Рыполняя фактически указанный план действий по отношению к функ- 


х У 


ции Не мы получаем, во-первых, 
ГР -РА 
$ т, х,,.. м те 
т,т.о,.. тех 


ры 
В НЕ т т т а ть — 
— тити...тк о: 1». >, 


причем скобки под знаком суммы аа что при суммировании 


значения у. равные г,,г,....,Г», Должны быть опущены; во-вторых, 
ея 
те 
. 1 дс 1 а ту 
Е а. ое 11° * 
? т, ть. оТЬ И . тит! „ти! а Аа 1—х 
и далее 
Е 
Е р ь Е 2% Ия ] (86) 
р т ,ть,...тк/  тита...тк гтарт ет] ан ль 
к 


Заметим, что, в частности, при условии с = >, тт; = п получаем, воз- 
ры 


вращаясь к обозначениям п5.11: 


* В самом деле, 


р ее У: а =. 


(ть. и у=1 :=1 
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р) ",, Па. -.5ГЕ = р) 
Е 91, 22, ..-, @,, 


т; если у=!;, 
{0 если у не равно пи одному из чисел /;. 


АЕ 


При этом формула (86) превращается в формулу (57) п° 11, так как 
в сумме, стоящей в покавателе, нужно считать фигурирующими в ка- 
честве г; все целые положительные чиела. 


Рае 
т, ТЬ,... ТЕ 


ми при 209 в разложении производящей функции . 
?( ен В. са , т, И ПЕ х 
ту, ть, А ТЫ, Та». ТТ ; 


по степеиям т 


Таким образом, вероятности р ‚ я будут коэффициента- 


С 
-У=- 
И 2 1 1 2° о! У. (87) 
ФТ т т, ?® Е 2 
177 бу ++ 5 ь =’ 
Пил Мет 
1=1 1 -=1 
в 


ТА ‚т, ‚Ту ? Я и) о д 25 фу Ц ентом тру 
р" т. тр 


.1,“ в разложении функции 


х. 
К а" 
ее р 


1 —1 
ое (88) 


по степеням переменных /;. Действительно, легко проверить, что 


1 ота-ыта- ...ту } р я ] ( Г, ”>, ГА ) 
о ЕЯ ТИ А (СЕ Ат А ЕЯ == ой 
т! т О Е о у ( 1) 27) 219 Ха) | ий бы р ; 


откуда 


... СО 
' е р — м Ра, . Е. 
Ч (а ть, Ги В ВЬ, 032) = — а ния, рик 


т, т р 
(}...00 со 
А о 
р Я. о ? 
эпл...Тр п 


Рассмотрим более подробно случай, когда А=1, т. ©. сосредоточим 
внимание па распределении числа циклов данного порядка г в пербота- 
новке из п элементов. В этом случае 


(1-4) 


м (И те р у 2 та т (89) 


=== (} ть == (} 


г со 
Е а И" 
(и ")=ы РЕН ое (90) 
1-0 
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Разложение по степеням х дает 


"а Дек и 3 р 


п=0 Аыт=п 


п 


ви 1 
ну (5 -5 ед) 


т=0 &—0 


где [и] — наибольшее целое число, не превышающее и, и е,(5) = 


$. жу 


— т . Итак, 
(г) = ЕЕ (91) 
п=0 
причем функция 
В; (г, = у р) У т — =] [:ы (92) 
т Е 


п Е 
есть полином относительно { степени [^ ] что вево всяком ‘случае не 


выше, п. 

Таким образом, вероятность того, что в перестановке из п элемен- 
тов имеется т г-членных циклов, равна коэффициенту при #" в разло- 
жении полинома Р, (т, 1) по степеням 1. Это —наиболее удобный способ 


г 
вычисления вероятности р‘) (ие Е 


Например, закон распределения 4-членных циклов в перестановке 
из 15 элементов характеризуется производящим полиномом с неотри- 
цательными коэффициентами 


ме (во-ьи+ 


т = (} 


о Ем 
Вит о) + (=), 
откуда 


299 Й : 
(15) ра ра) еж 15 ау 
Р Г те -384 ° т т Е г ) зас, 2% (3) = зщ 


Принимая во внимание, что е„ (т) =е„_1 (1), получаем для о 
к, 


‹ледующую общую формулу: 
п) г 14 га” 1—1 1 
р е = т] Е [*] (== =; — т =] С ==) > 


г 
Чтобы выяснить характер изменения р(®) и . при возрастании т от 0 
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до п, рассмотрим отношение 


д 4 


где положено 5= [>] —т. 
Оставляя пока ‚в стороне случай, когда. одновременно $5=2 и г=14, 
| заметим, что е,_, ( =) —- 0 и потому отношение 6% (ы) наверное мень- 
ше‘одиницы при всех «”тных значениях 5. С другой стороны, так как 
при ‘любых значениях 5 > 3 имеем $! Е (--) > 1 е,-, (— ТУ. то 


при г> 2 


Е. а аа _ 12 
ух) 5 И ЗРаекия < < 1- 
ре а 


Если $ =1 иг>2, 


то 
НЕ НЕЕ. 
р (79 т т—1 т <1, 


причем равенство возможно лишь при условии гт=2 и т=0. При г=1 


и $ нечетном >1 имеем опять-таки 5” (7) <1,. если. т>0, но 
(7) >14 при т=0. Прит=1 из=2, 80 и —= 0. Наконец, при 
т р , 
— т ел. 
еее ЗИ 10 (7) =0, и 8% т) лишено смысла. 


Из предыдущего видно, что при г> 2 числа р® (1) неизменно 


убывгют с возрастанием т, так что наивероятнейшим числом г-член- 
ных циклов является нуль. Исключение составят двучленные циклы, 


. СИЕ 2 
поскольку при т=2 р“ о го для п=2 и п=3. Что ка- 
сается одночленных циклов, то для них исключительным окажется 
. я 1 1 
случай т=0, именно, при нечетных значениях р” тЫ < и® Г) = 
> ы Г 4 
. й — ) — 
=е„-,(—1); кроме того, при т=ир—1 получается р" Юг 0, 


/ 


1 1 5 
тотда как р® а =;;. Таким образом, наивероятнейшее число 
одночленных циклов равно 1 (кроме случая п=2). Не лишено инте- 


а г 4 1 (то а ) 
реса заметить, что р” Г. а 102 — 


РР). ° 
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Математическое ожидание с„(г) чисФа т-членных циклов в пере- 
становке из и элементов вычисляется следующим образом: 


ние ни) = Ван (5). 


а ] (0) = ы (Е М 2). (93) 
ща 


Сопоставляя с формулой (78) п° 15, видим, как и следовало ожидать, 
что 


= > бп (г). 
7—1 


Подобным же образом легко вычислить и дисперсию Ё,„ (г) числа 
г-членных циклов: 


р 


Утт- Юр (ЕР, (= У прое, 
т=0 т = 


7% 


Е? (")= У 2% (2) (тва (=, Ен (г) = 


т=0 


4 
Ул 
Замечательно, что в, (г) и Е, (г) не зависят от п. 

Наконец, интересно обратить внимание на то обстоятельство, что 


при неограниченном возрастании П закон распределения Г-членных 
циклов в пределе переходит в закон Пуассона, с тем же неизменным 


1 
математическим ожиданием и В самом деле, 


Ци Р, (д =Нше ге" эй 


71—со т-—со 


Но ре® м т р вер авеРиА л Е а 50. 4 бек 


Например, предельная вероятность того, что не будет ни одного 


г-членного цикла, равна 
п—>осо 


В частности, вероятность того, что не будет ни одного одночленного 
цикла, т.е. того, что все элементы меняют свои места, стремится 


к пределу 
5 : 1 4 
(т) = 
не в та е р 
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19. Пусть перестановка разбивается на $ циклов, состоящих соот- 
ветственно из т, т,,..., т, членов. Рассмотрим длину максимального 
цикла 


у] 
ВЫ р ; ет 
р = Шах И, т,,..., Ту. 


у 


Установим, что ее закон распределения при п-—* < стремится 
к некоторому предельному закдну, который обозначим через (т) 
(02—41); цостараемся его вычислить. Обозначим через П@ вероят- 


п. ` 
ность того, что р т. Пусть [#] —), так что 
й 


> 


1 т 


Не о >21). 
а и ( > 1) 
Чтобы вычислить П) заметим, что П9) равно сумме У Ри... 
(Кт, Ми} 


взятой с ограничениями 
з , 7 
о РЕН Е М. —0 ЧМ.) 


Отсюда ясно. что для получения ПЭ достаточно в производящую функ- 
цию, которая раньше . (л° 13), была обозначена через Ё„ (7, х.,...), 
вместо д. подставить 1 при т Ти 0 при > т. Но ЕР, (х,, х., ...) 
ость коэффициент при {* в разложении Ё ({7,, 2х,,...); таким ал. 
можно, меняя порядок действий, сначала подставить в Ё(17,,Рх.,...) 
указанные значения х;, потом взять коэффициент при {". Итак, П@® 
есть коэффициент при {" в разложении функции 


к м 
Е (1...) 1; 0,0. ие у а ви 
семей У р А ин) 


Отеюда легко заключаем, что 


т 
Пей мер 
10 =1 — д! У и Та У г рх — У.. У Ув не 7 
У1=17% 


У1, У221 УТ, 2, +... › УТ 
уп У-НУз- +... + Ул<й 


Е ряд обрывается автоматически на ^-м члене, так как при 
>А-1 из > т следует Уу, >. (\-1) тп, так что сумма, обра- 
а о член, — пустая. 
Рводя обозначения 


Зо тут) =" 28, (т, п). У (# > 1), 


й 
ут 
Хоть 


можно написать более кратко 


Ай 
п УС: 5, (т, п). 


в-0' 
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1 1 
Пусть числа х’и 2” удовлетворяют неравенству Е < <<; 
“ 


Тогда вероятность неравенства 5’ < и < х” при п—> со асимптоти- 
чески равна 


п —п® = 5 ь ([и27', в) — $» ([пз'], п)} 


Если т и п неограниченно возрастают таким образом, что их отно- 
шение остается заключенным между постоянными пределами, то, как 
легко понять, 


5» (т, п) — Ть (т, п), 


где положено 
р а: Иа 
Г (т.п) =4, ПА (тп= \ ы. Е 1231). 
х;>т г. | 


Хх;<п 


Принимая во внимание, что интегралы /, (7, п) обладают свойством 
однородности 
Т, (#т, т) = Ть (т, п), 


заключаем, что 


т ь 
. 7 п == " й 
ша Вер{ 2’ < в < 2} = М 29 (1 (а, 1) — 1, 1]. 
г а 
Положив х т. т и заменяя 2” РР х, получим аналитическое 


выражение для предсльного закона в интегральной форме: 


ы . 1 у х (—9)^ 
Фе Виа Вер [р За} = УХ {10-1 (еь О} 


Чтобы получить предельный закон в дифференциальной форме, 
остается взять производную. Так как 


а р 
де 1 (2, = 1-, (2, 1—2), (95) 
то 
ИСО ее 2 
$(2) =Ф’ (2) = = иг УСТ Ле 
В= й=0 
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Таким образом, закон распределения Ф(т) составляется из беско- 
нечного множества аналитических дуг: 


| — при | 

а 1 1 а 1 
к ЕТ 1—2) = (1-10 Иа у при 15 а<!, 
р а а 4 2 
ЕО а и Т.о › 

| о об ооо ово ободе в а ое о Мао о о 6 6 906 био 
Поступило 

6. |. 1943 


У. СОХТСНАВОЕЕ. РО РОМАТМЕ ШЕ ГГРАМАГУЗЕ СОМВИМАТОТВЕ 
ВЕЗОМЕ 


Га шефо4е саззлаче Чез {опсопз-обпега1сез (сопуепа еше &еп- 
ЧФие зи1уалё |е саз) зе 1а1ззе аррПачег а ’6%и4е 4ез рЬбпошёпез дае Гоп 
орзегуе Чапз сегфалпез за без 4е поштез оц 4е з1епез дае]сопаяез. Тел, 
п00$ поз ргорозопз зеетепть А сопз1Чегег деах схетр]ез: 41° ]’аегпа- 
мой 4ез. зётез Чапз 1ез заИез Чез бубпетепёз сотгевропдаюёз ап зоба 
4е ВегподИ1 её 2 ]а азам оп 4ез сус!ез Чапз 1ез регпяйанойз Ююг- 
без 4’6етерфз 4е пабате агфитаге. 

1° 5016 р 1а ргораэ ие 4е ’вублешеш А,.4 Ша ргоЪаэ 166 Че Г’вувие- 
пепь соптате В (р-+а=1; 0<р, < 1). Епузасеотз ипе зиЦе а’6- 
ргелуез; оп оомель пе «А-зетле а г {егтез» $2104 аче |’вубпешетф А зе рго- 
416 г 1015 4е заце (рг6слз@ётетб); 4’апе тшаллёге апаосае, роиг иипе 
«В-з6 че А 5 1егтез». 5016 епйи п 1е потауте. ’6ргецуез Ча’оп а {ацез. 

Тез уага ез а16або1гез ие пооз ауопз А @баег копб 1е пототе 
а, Чез А-зёмез А г фегшез, 1е пошьте В, 4ез В-6лез А 5 фегшез с 1е 
пошЪте у, 4ез А-зётез её 4ез В-зётез А Е 4егтез (г, 5, 8=1,2,...,п; 
У га, У $8, = п; 11% В; У у: =п); епзаце 1е пошЬте Уч, 4е {юч- 
т $ а 
{оз ]ез А-з6ёглез еб 1е пошЪте У! В, 4е фюощез 1ез В-зеглез а1тз1 ‹ае 1е пот- 
ы $ 
рге У! а, РУ В; Че 1ощез 1ез з6тлез оепиез; епйп, Па 1юпомеиг (1е пот- 

т $ 


рге Чез фегшез) 5 4е 1а р!аз отап@е А-зете. 
Еп дез1хпап®, еп сёпёга|, раг о, (2) ==с (2) е\ раг Ё„ (5) == Е (1) гезрес- 
муетепв 1а уа\еаг шоуепие её 1’6саг6 шоуеп саггё а’апе уама е х дапз 
`але заце 4е п ёргемуез, ой оЪмеп® 1ез Гогтщез: 
”: [Е 
= чи") 9+2] | 
В (п=5), 


с (= Ее 1) р 24] п>з), 
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Чопс 


о 5) Хей =рм+ р, (Ув) = Хз) =чтр+9, 
а Е (+ ©); 


её, 4’ацге рати, | 
$ (п=2) 
с (11) =5 (2) + з (8) = нс п>0 
ой Гой а розё 
За = (28. Зы 
К, =р4 ($: Зы 0), И, — Р4 [( о 1) $1: — (1 з 4 9-1 


пан! а 1’6саг шоуей саггё, И гёзаМе: 


р’ (1— р’) (=7) 
Е (,) ее лин (<в<») 
тёте ехргеззюп + 2р“”9 (®= 27-1) 


еф епт, 5: Гоп ап> 2-1, Е* (4,) ез6 ба а 
Фр (2"-+ 1) 9] 9п-- [2^* 4 (2-1) 9+ (37 ИП + 


- 2" 9т -- [2р — ("— 19] (Гогише апаохие рошг 1” (В.)). 
Еазице 
(и=9 
у а уе. ‚)— (Кп-—К.) (<< 
1 (6) Бато ехргезз1оп -- 4р‘а' (п= 22) 


| мате ехргезоп - 2 (рая, #729) (п=2-! 


её епйт, 5 Гоп а п> 21-1, Е* (1/) с вай а Мп- М,, ой Гоп а ров: 
М, = р'4*{ — (24-1) $+,-4(1--1) $4,5, -— (21-4 3) 1 
+ 29 (5:-: —) + рН, ° 
М. = 24 {3 (#' — 1) рая, + 2 [4 — (#4) (3-1) 29] ч.5, — 
—[2— (#1) (32-5) 29] 58} + 229" — и речен; 
е$ епсоте: 


"(У и, ) = 29 [(® 2)р’ - (п 3) 29 [па:], 


в' (Ув) = мир" (п-- 3) 9+ (и—2) 971. 
Е (Уи У) =224 {2 (р*— 9-4) п— (3р' — 44+ 34°}. 


Готз4ие п —> со 1ез 1013 4е 41а мой Аез уава ез а х “,, 


В, © 2 * вх о В, сопуегрепь уегз Па 101 погтае 4е Саизз *. 
$ 


* С’е3ф се Ч’оп 464 Ча Шеигз 4ез \№6огётез соппиз 4е $. Верпзет ге]а- 
115 аих уагта 1ез а]баёо1тез 4врепаацез. 
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Еп се Чит сопсегпе |а уамае 5, оп з’аззите фае 1а умечг тоуеппе 
ей ез6 4опиее раг |а ГогииМе азушроЙаие 


105 п 
(5-е, 
108 -- 
5: Р 
: ал: че р : Е : ‚105 п : 
{ап91$ дуе Па 101 4е бл\гаыоп 4е 1а уама ь 57 —* Е пе сопуегое, 
108 — 


ройг ий —> <<, уегз аасиие 101-ПтЦе: оп реф Фте аи’еЙе роззё4е ипе 
шйоцеё 4е 101$ «роши-ИшИез» сошрг1зе Дапз 1а Гогте доиетепте 
ехропепыа [е 


а 9 ПЕ Аа: ола, 


ой 1е рагатё те о рагсочгз 1ощез |ез ужелтз ЦеИез чае О9<х 1 
(В, (р =Е, (4-1). 
Оп оБМепё 1ез гёза аз дал ртёсё4еть еп 64 1аюф Па ГопеНоп облёга- 
А пие ш_пице 4е уама ез 


фелее Голдатетца]е А 
р 
в( ЗЫ = р 291т.... ублув? ... 
У Ч», -.- 2 РАМ .. ” - 


ой Рида... Чёаюте 1а ргораб ие рог ие, Чапз 1а зиЦе 4ез @ргецуе$ соп- 
в1В2.., 
51аёгёе, | у ац «, А-земез а ип Цегше, я, А-зетлез а демх 1егиез е., 
В, В-зётев а ип \етте, В, В-з@тлез а дешх фегтлез ес. 
Оп фтопуе дае 


(= бен ) = У р") (1+ Ув.) 


п Ура; 
7: 5 


'Гоц(ез 1ез реги{айопз 4е п @6етеп($ з0п сопя6теез, шей 
епбею4а, сотте ёра!етлепт( ргора]ез. 501 х, 1е пошрте 4е сусез & г{ет- 
О Е а =). 

ух 


Е{ап адт1з дае деих регплиайотз аррагйеппеть а |а шёше с1аззе 
щющез 1ез 1013 аие 1еагз 1191665 &,, &,,...,@и„ 300% гезресиуететь 6ваих, 
оп з’азваге, чае, ройг и > 3, 1а (аззе 1а раз ргора’!е ©з{ сагас\6г1яёе 
раг 1ез 1пдлсез 


ЕВ, ба, а О, =, нЕ 0; 


раг сопзёдиен, 1ез регилаба от сотгезропдат4е; хе сотрозени 4е 4еих 
суфез 400 ’ип ез а мп цегте её Раште а п — 1 егтев. 

Та уаеиг шоуеппе её [’6саг6 тоуеп саггё 4ез узла ез а, её Уа, (1 
вотЬге 10а! 4е сусез) ой 4опиёз рав ]ез Гогпиез зитуап(ез: 
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Ъа 101 4е а15тЬийов Ча пошбте 4е суйез У эх, сопуегае (ремг 
г 


п—> о) усгз сеЙе 4е Саиз$, 1апд1$ аче 1а 101 4е аз айов Ча потьте 
Че субфез а г цегтез (г 6!ашф сопяёгё сотте сопзфапи) сопуётзе уегз 
сеЦе 4е Ролззоп. 

Га 1опуцеик ге]айуе $ Чи су@е ттахипа| (с’ез6-&+Ф те 1е потбге 4е 
‘сгшезх ЧФу15ё раг п) зи Па 101 ае Язи йой 941 сопуегое, 1ютзаче 
п —> ос, уетя ипе 101-Пие сопбтае её Гогтеёе 4’ипе 1иИп\е 4’агсз апафу- 
Идчцев: 


пей 
1 —4)* а й 
$ (5) =— и ( <<; ^=1, 2, 5 
== : 
4х, ... ах, р 
(8) =1, (=... 9 (4, 2,..) 


1е домате 4’иеотаиой У, (5) @апь а6Йит раг 1ез леса! ез 


в 
ПЕ Е ИИ 


$ ==1 


Оп озйепь {ез гёзаМаф$ ргёс@4ет: еп сопз4@гат 1а Гопсйоп збпёга- 
филсе Гопдатет ще 


Я, А >: Раза. ПОВ ььч 


ой Дьло»... Чемопте [а ргораь её роиг дие, 4апз 1а регащайот еп 4ое5- 
оп, И у ац а, суез А ип цегме, х, сусез А деих 4егтея еёс. 
И зе 1гоцуе але 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВУГЬЕТМ ОЕ ГАСАРЁМ1Е РЕЗ ЗС1ЕМСЕЗ РЕ [10855 


Серия математическая 8 (1944), 49—60 зёме тайетайаие 


А. И. МАРКУШЕВИЧ 


0 ПОЛИНОМАХ ФАБЕРА 


{Представлено академиком ©. ПЛ. Соболевым)} 


В статье устанавливается, при некоторых ограничениях. существование 
разложений по полиномам Фабера для функций аналитических в обла- 
стях. ограниченных спрямляемыми (вообще, неаналитическими) кривыми. 


п” 1. Пусть 1 — замкнутая жорданова аналитическая кривая, без 
особых точек. Мы будем называть такую кривую регулярной. 
Обозначим через 2 внутренность этой кривой. через С — внешность, 
и пуоть % =Ф(2) функция, конформно отображающая С на внешность 
единичного круга так, что Ф(<)= <. Совокупность членов с неотри- 
цательными показателями степеней в лорановском разложении [Ф(5)|" 
(п=0,1.2,...) в окрестности точки 5 = со представляет полином Ф„ (2) 
степени п, называемый полиномом Фабера. Полиномы Ф,(2) впервые 
были рассмотрены Г. Фабером в его известной работе ('). Фабер дока- 
зал. что каждая функция /(3), аналитическая в 8, может быть пред- 


со 


ставлена—и притом единственным образом — рядом У! а,Ф, (5), сходя- 
0 


щимся к /(5) абсолютно и равномерно «внутри» я (т. е. на каждом 
замкнутом множестве точек я). Его доказательство, как он сам заме- 
тил, существенно связано с гипотезой регулярности кривой 1. Однако 
для определения полиномов Фабера это ограничение отнюдь не оказы- 
вается необходимым. Возникает вопрос 0б отыскании возможно более 
широкого класса областей, в которых аналитические функции допускают 
разложение по соответствующим полиномам Фабера. Хотя полиномы 
Фабера подвергались дальнейшему изучению и самим Фабером (в рабо- 
тах 1907 и 1920 гг.) и многими другими авторами, в указанном на- 
правлении нам известен только один результат, и то по реферату 
Г. Сеге (?). Результат этот принадлежит Хеузеру (Неизег) и заключается 
в том. что для области г, ограниченной жордановой спрямляемой 
кривой, ряд по полиномам Фабера, соответствующий функции }{(з), 


непрерывной в & и аналитической в 5, суммируется в & к }{(2) мето- 


4 Йзвеотия АН, серия математическая, № 1 
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дом Абеля. Хеузер пользуется при доказательстве аппроксимацией 
области извне. Епрочем, референт отмечает, что некоторые детали 
доказательства неясны для него. Мы далеки от того, чтобы дать исчер- 
пывающий ответ на поставленный выше, вопрос, однако собираемся 
привести в этой статье некоторые результаты, относящиеся к сходи- 
мости и суммируемости рядов по полиномам Фабера, покрывающие, 
в частности, результат Хеузера и получаемые иным путем. Необходимо 
сразу же отметить, что в обобщенной постановке задачи единственность 
разложения вообще теряется. 

п° 2. При постановке основного вопроса в наиболее общем виде 
можно отправляться либо от наиболее общих ограниченных односвяз- 
ных областей ©. в которых мы хотим получать разложения но поли- 
номам Фабера, либо от наиболее об- 
щих односвязных областей С, содер- 
жащих точку со, конформное отоб- 
ражение которых на внешность еди- 
ничного круга приводит к построе- 
нию полиномов Фабера. Эти два 
пути не эквивалентны. Рассмотрим 
каждый из них. 

а) Пусть $ — ограниченная, одно- 
связная область. Множество, допол- 


нительное к & (относительно расши- 
ренной плоскости), будет открытым; 
оно содержит компоненту С, заключающую точку = со. Это — одно- 
связная область. Условимся, для краткости, называть область С 
смежной с в. В общем случае граница С есть часть границы в. 
В частности, граница С может совпадать с границей 2. Тогда $ назы- 
вается областью Каратеодори (на фиг. 1 в, область Каратеодори, 
2. и в, не будут областями Каратеодори). Отображая С на внешность 
единичного круга посредством функции %“=Ф (2), Ф(<о) = < (и, для 
определенности, Ф’ (со) > 0) и строя соответотвующие полиномы Фабера 
{Ф‚ (<)}, мы приходим к задаче о разложении в ряд по полиномам !Ф, (2)} 
функции }(5), аналитической в области 2. Легко видеть, что задача 
ога не всегда имеет решение. Так, в случае областей 8, и в, (фиг. 1), 
не являющихся областями Каратеодори, С представляет внешность 
‘единичного круга, Ф (5) = 5, Ф, (=) =<5", и речь идет о разложении в ряд 


по неотрицательным степеням 5 в областях ©, и ©, функций, анали- 


тических в $, и 2,. Но для функции } (5) = Из в случае $, и для 
1 

7 (3) = — в случае &, подобные разложения не могут иметь места. 
кра 


Ь) Пусть С — односвязная область, содержащая точку 5 = оо. Мно- 
жество К — дополнительное к ней (относительно всей плоскости) пред- 
етавляет замкнутое связное множество. Оставляя в стороне тривиаль- 
ные случаи вырождения, когда К — пустое множество или содержит 
только одну точки, мы будем иметь дело с континуумом. ГРведем 
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разложение А=О-- Г, где О — множество внутренних точек К, а Г 
граница (7. Если О не пустое, то, как легко видеть, оно представляет 
сумму односвязных областей Каратеодори [для случая области С, 
(фиг. 1) О— сумма &, и внутренности круга]. Функция (2). аналити- 
ческая на К (т.е. разлагающаяся в степенной ряд по степеням о 
в некоторой окрестности каждой точки 2, 2, ЕК), будет однозначной 
аналитической функцией внутри некоторой регулярной кривой Гр. В 1, 
представляющей круговой образ при конформном отображении внеш- 
ности единичного круга на С (Ге =Ф-! (|%| == В)). Следовательно, к ней 
применима теорема  Фабера 
(см. 091), и мы получаем для 
1 (=) внутри Гв, в частности 
на К, разложение }(5)= 


> 


= У! а,Ф, (2). Таким образом, 
0 


здезь нет места для новой по- 
становки вопроса. Мы полу- 
чим новую задачу, . предпо- 
лагая О непустым и расема- 
тривая функцию ] (2), одно- 
значную и аналитическую на 
О (если О не связное мно- 
жество, то }(2) может и не 
быть аналитической, в смысле Фиг. 2. 
Вейерштрасса, на всем 0). ` 
Вопрос заключается в возможности разложения ] (5) наО вряд по полино- 
мам Фабера, порожденным областью С. Мы и рассмотрим этот вопрос, 
предполагая, что О есть сумма конечного числа областей 8,8, ..., 2, 
(К > 1), попарно без общих точек, ограниченных жордановыми за- 
мкнутыми спрямляемыми кривыми 1,, 1.,..., 1 и что Г, помимо 
7:› У...) и», может содержать еще конечное число жордановых спрям- 
ляемых дуг 8,, 8,,..., би (т > 0) (фиг. 2). 

В виде примера рассмотрим полиномы Фабера для области (, 
(фиг. 2). Несложное вычисление показывает, что они могут быть полу- 


Ала 
Е 
чены. если в выражениях 2”Т,| ——- |, где Т„ (Е) = 


1 
р й 


полином Чебышева, отбросить отрицательные степени 5. Полагая для 


0,1608 (Й агс с0$ рее 


В | Сы 
краткости # -[ =, = эр Ор < -, будем иметь 


д* 
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вони [е (ке (1- (1-#)] 


Мы получили семейство систем полиномов {Ф, (2)}, зависящее от пара- 
1 а 
метра №, ее . При в=-› получаем систему степеней 3: 12"}. 


Вариируя всевозможным образом вид и величину «наростов» на еди- 
ничном круге (см. область С,, фиг. 2), мы будем получать различные 
системы полиномов Фабера, ассоциированные с этим кругом. Задача 
заключается в изучении возможности разложения функций } (2). ана- 
литических в круге |2| < 1, по полиномам каждой из этих систем. 

ло 3. Пусть 1%, (2)} (п=0, +1, 2,...)— система функций, одно- 
значных и аналитических в области С при 5 = о, и пусть Р, (3) — 
совокупность членов с неотрицательными показателями степеней 
в лорановском разложении ^„(2) в окрестности точки = оо - пред- 
ставляет собой полином степени п при п>0Ои Р, (3) =0 при пс 0. 
Предположим далее, что для каждой из функций Х, (2) интегралы 


1,2). Р,(2)1 142], 15 В < о 


ГВ 


(Ге круговой образ при конформном отображении ( на внешность 
единичного круга) ограничены. Тогда, путем известных расвуждений (3,4), 
заключаем, что ^„(2) имеют граничные значения ^„(<) на Г по всем 
некасательным путям почти для всех точек Г (на дугах 8, функции 
^„ (6) будут, вообще говоря, многозначными), причем ^,„(С) сумми- 
руема на Ги 


Я 
2 


А, (5) —Р» (5) Ио р: 
що (260), 
2 
Же, 


Ясь 
ГОР, (2) (260) (п=0, 51, +2,...) 


г 


(здесь и в дальнейшем при интегрировании по Г дуги 2, проходятся 
по два раза в противоположных направлениях). Полиномы {Р,(2)} мы 
будем называть обобщенными полиномами Фабе ра, поро- 
жденными областью С, и функциями {),„(2)}*. В частности, при 
^, (8) = [Ф (2)|" получим Р,(2)=Ф, (2) — полиномы Фабера. | 

п° 4. Пусть ](3)— функция, однозначная и аналитическая на О, 
принадлежащая здесь к классу ЕЁ, [т. е. в каждой из областей с; 


5 


(/=1,2,...,Ю)]; последнее означает, что интегралы \ [1 (=)| |4 
И | 
где 17) — круговые образы, при конформном отображении @; на круг 


* При этом определении любая система полиномов {Р (2)} (степень Р ‚ (2) равна п) 
может рассматриваться как система полиномов Фабера для любой области С. 
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[9% < 1 ограничены в совокупности (01). Тогда, как известно (*); 
граничные значения ]($) существуют почти для всех точек = +. 
|... 1 00 всем некасательным путям, причем }(0) суммируема 
на т и ](2) представляется через }(5) интегралом Коши }(2)= 


и: — . Допустим, С 
= у что / (С) можно доопределить на дугах 5, 
0-04, ..., Т) так, что 1) полученная функция (О, СЕГ, будет 
однозначной и суммируемой на Ги 2) существует последовательность 
м 
линейных комбинаций ^, (3): У 9», (2), М=0,1,2,..., сходящаяся 
м 
‚в среднем к /] (2) на Г: 
$ № 
} © — Уж», ©. 41-0. 
и =) 
Тогда для точки :, принадлежещей 0, будем иметь 
НМ т А 
ме № <] хи жм 
1(=)- = \ ета а \; _— м 
| ЕЕ я | Эт о \ б—2 ых 
р г. ! 


19—99, ©) 
1 -М 7 $ с 
| в \ Е а < ` прим > > М (®). 
; 


2" `расст. (=, Г) 
Отсюда следует, что внутри О 


| — мА, (6) м 
М 7. - 
Е т 5 28 \ У ры № 7Р, (2), 
г 0 
причем ги равномерна «внутри» 0. Если, в частности, (№ не 
зависят от М, 1 =чт)», то для }(2) получается разложение в ряд по 
обобщенным полиномам Фабера 


7(2) = 7 Ра (2), 
0 


равномерно сходящееся «внутри» О. 
по 5. То, что в литературе называется обобщенными полиномами 


Фабера, получается в наших обозначениях для 
^ и (2) =в (2) [Ф (2) "Ф’ (3), 


где в (2) — какая-либо функция, однозначная и аналитическая в С, — 
всюду, кроме точки 2= осо, где она имеет простой полюс. Этот вид 


а 
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функций ^„(2) связан с принадлежащим Фаберу определением 06боб- 
ценных систем полиномов посредством производящей функции 


в [У (%)] ее (8) 
И Е а ОЕ 
где == 9 (%) — функция обратная %=Ф (2) (*). Легко видеть, что все 
условия, наложенные на функции {^,(2)} в п° 3, удовлетворяются, 


если принять = Фи или в (5) =Ф (2). В первом случае ^„(=)= [Ф (2)|", 


и в качестве Р,„(2) получаем 


Ф, (2) = Ф@ (2) (полиномы Фабера первого рода), 


а во втором случае 
^, (=) = [Ф (2)".Ф’ (2) иР, (=) = Ф® (2) (полиномы Фабера второго рода) (°)* 
Так как 


Г (п 1) [Ф (2) Ф' (2) 


и при дифференцировании лорановского ряда совокупность членов 
с неотрицательными показателями дифференцируется как единое целое, 
то 


аФАа) (2) 


а =(и+1)Ф® (2). 


по 6. Пусть ®(®) — какая-либо однозначная функция, суммируемая 
ва окружности (®|=4. Полагая %=е8, находим ®(%)=о(е) = 
—=94(6)-- 28 (0), где «(0) и В(68) — однозначные функции с периодом 2, 
суммируемые на сегменте [0, 2]. Если 


2 ` Е | Оо5 ы я < . * и . . 
$+.У <) 008 А-а зш 2), РУ 6; 608 0-8 а 7) 
7 9=1 


— ряды Фурье этих функций; то функции ‹®(%) соответствует ряд 
Фурье 


№ У (9-1) сов (а 8;) зв Л 


1—1 


который, пользуясь формулами Эйлера, можно переписать в виде 


=- со 
Ут», (*) 
где ба 
а; + В; +2 (В; —ау) ы 
чо - 8 т р) =! ‚729, 
У — о ) Пи а, — В" $ (а" +8) 
| 7 7 5 7 7 у 1<0. 
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Как известно из теории рядов Фурье (°), ряд (*) суммируется 
(С, 8), 8 >0, ко(%) почти всюду на |®|=1. Когда модуль |®(%) 
ограничен, то чезаровские средние любого положительного порядка & 


8 (#)= [| ("1 °) ЕЕ иены. ..+ 


(елены) 4 (55°) 


равномерно ограничены по модулю. Когда же \ ю (#)| 1" [в (#4 | < ©, 


то ряд (*) схолится в среднем к о (4%). т. е. при М— < 


м _ 
\ [Ф(%) — в т" | |4® |0. 


№ =1 — М 


Если ®(#)— функция с ограниченным изменением, то ряд (*) всюду 
«(ей @—0)] +  [е19+0)] 
2 
мерно ограничены по модулю. 

п° 7. Конформно отображая область С на внешность единичного 
круга |%|> 1 посредством %=Ф(2) (Ф (со) = со), найдем, что кривым 
У: [., ---› к соответствуют на единичной окружности дуги с,, 9,,..., 0}, 
м. —-№), ао, 8„— дуги в то, ЗО гы) Пусть 
1 (2) —функция класса Ё, на О и пусть, кроме того, }(С) имеет огрз- 
ниченное изменение на у *. 


сходится к 


› причем частичные суммы ряда равно- 


Доопределим }(() на дугах 8; (/=0,4,...,т) так, чтобы получить 
функцию однозначную и с ограниченным изменением на Г’ [можно, 
например, положить }(0)=0, (6Е8,;(/=0,1,...,т)]. Тогда, обозначив 


через 2 =\У (%) функцию, обратную %=Ф(2), получим на единичной 
окружности однозначную функцию с ограниченным изменением о (9%) = 
=1 [4 (%)]. Ее ряд Фурье сходится к ней всюду, за исключением, 


быть может, точек разрыва, которых, самое большее, счетное множество. 
м 

Кроме того, частичные суммы ряда У т„®” равномерно ограничены 
м 


-Ноо . 
по модулю. Отсюда следует, что ряд У ч„[Ф(0)]" сходится к } (С) 


—<о 


в среднем на Г и, по п° 4: 
* (=) = ‚У, ""Р» (2) = у т„Ф) (2), 
9 0 


т.е. }(2) разлагаются на О в ряд по полиномам Фабера первого рода, 
равномерно сходящийся «внутри» О. Из самого способа получения 


* Тогда, как известно, }(2) непрерывна в `О и притом абсолютно непрерывна 
а 4 
на у [см. (“@)]. 
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этого разложения видно, что оно вообще не сдинственное, так как 
зависит от того, как }(5) доопределена на дугах 5,. В случае, когда 
положено }(0)=0, СЕё, /=0,1,..., т), коэффициенты 7» имеет сле- 
дующий вид: 


п Е 95 


ОФ 
\ [Ф АЕ” 4%. 


Для иллюстрации вернемся к примеру, приведенному в конце п° 2. 
Доопределим функцию }/(2)=0 (|2 < 1) в точках отрезков 8, 
(№ <т< —1; у=0) ив, (1<х<8В у=0), полагая }(0=0, СЕЗ,, 
и /(0)=1, СЕ8.. Так как посредством отображения %= Ф(:)= 


а ИЕ 
+1ЖИ (5+ .) —# 
Е и 


ствуют дуги единичной окружности 


на область ', > 1 отрезкам 6, и 0, соответ- 


2 2 2 2 
п — агс соз ; <0=аго ® < п -- агс с08 —_ и — агс 608 за ды_ 816 СО 


Ь 


то ®(8) =} [У (е8)| =0 при |9! < агс с08 = ио(6) =4 при |8 | < аго со р 
(<< 0< т). Поэтому ряд Фурье функции о (0) имеет вид: 


--со 
а т УМЕ Вт В 2 
= а & = аге со-, ` 
— со . 
и следовательно, 
(®®) 
а 1 х\’ т ма ЗВ 
= Ф (2) м ФС. 


Г 
п° 8. Пусть теперь ](2) — произвольная функция класса Е, на О 
и Ё (2) — какая-либо из первообразных от }(2) (на связных компонен- 
тах О: 8, &.,..., &, аддитивные постоянные в выражении Р (2) берутся 
независимо друг от друга). Как известно, Ё (2) непрерывна в О, при- 
чем ее граничные значения К ($) представляют функцию с ограничен- 


ным изменением и даже абъолютно непрерывную на у [см. (*)]. Согласно 
по 7 получаем для Ё (3) разложение 


со 
Е (3) = У Фо (2); 
0 
равномерно сходящееся «внутри» О. Дифференцируя почленно, находим 


1 (2) = У пл ФО 1 (2) 
4 


(см. п° 5). Итак, всякая функция из класса Е, на О разлагается вряд 
по полиномам Фабера второго рода (порожденным областью С), равно- 
мерно сходящийся «внутри» О. 
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по 9. Если функция |} (2)| ограничена в О, то 1 (=), очевидно, приз 
надлежит к классу Е,. Доопределяя ]()) на 8; при условии ограни- 
ченности |] (©)| на Г, воспроизводя пла; тпобайд1з рассуждения по 8, 


найдем, что чезаровские средние любого порядка 8 (8>> 0) для ряда 
оо 


> т [Ф (9]" сходятся к /(© почти всюду на Г, будучи равномерно 


ограниченными по модулю и, следовательно, сходятся к }{(5) в сред- 


нем на Г. Отсюда, на основании п°4, выводим, что последовательность 
полиномов 


С —4) п 
[пе (аи, т, (2+ И "5 Ф. (3) +... 


ев ] 
(6-4) ие (5+ п) и Фа (2) | 


= 


(6.7 
сходится к } (2) равномерно «внутри» 0; иными словами, ряд У т„Ф@ (2) 
0 


суммируется (С, 8), 8 >0, к }(2) равномерно «внутри» О. 

по 10.. Если` О сводится к одной лишь области &, ‘ограниченной 
замкнутой спрямляемой кривой 1, а С — внешность 1, то любая функ- 
ция класса Е, с ограниченным изменением на ‘| может быть разложена 
в ряд по полиномам Фабера первого рода, а любая функция класса 
Е, —по полиномам Фабера второго рода. Для функций (5), аналити- 
ческих внутри 8 и ограниченных по модулю, получаем (п° 9) разло- 
жение по полиномам Фабера первого рода, суммируемое к }(2) мето- 
дом (С, 8), 8>0. Последний результат — частный случай полученного 
в по 9—в свою очередь заключает в себе, как частный случай, 
результат Хеузера (см. п° 1). Именно, у Хеузера вместо ограничен= 
ности |/(2)| предполагается непрерывность }(2) в ©, а вместо сумми- 
руемости (С, 8), &>0, утверждается лишь суммируемость по Абелю. 
Укажем еще на один частный случай, когда можно гарантировать 
разложимость в ряд по полиномам Фабера первого рода. Пусть в усло- 
виях этого пункта кривая у обладает в каждой точке касательной, 
угол нэклона которой а(5) к действительной оси, рассматриваемый 
как функция длины дуги $, удовлетворяет условию Липшица — Хдбль- 
дера 

[а (5”)—<(5’)! < С" $8 (081). 


Тогда, как известно (7), 


<= (%) = М<0 (|0. 


Рассмотрим теперь функцию /(2) класса Е, в области &, граничные 
значения которой }(5) удовлетворяют условию 


ЛОТ ле ТОН < =. 


т 
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Тогда 


[А (®) И: 1 (1 (9) 14% [< <, 


191=! 


откуда, введя обозначение } [ЧФ (%)] = (%), получаем 


© (%®) - Ш" |6 (%)||4%| < <. 


1%|=1 


Поэтому ряд Фурье для функции ®(%) сходится к ней в среднем на 
№ |=4 (см. п° 6), т. е. 


+м 
ю (#) — У; ли" 14% |-—0  (М— о) 
1% |=1 —М 


или 
: | +м 
\ 19 — УФ (9-1 Ф 4 ->0, — (М>). 
Я —м 


4 
от =- м >> 0, находим 


`Наконец, замечая, что |Ф’ (0) |= 


+м 
у и©- У ФОР Иа ->0  (м->0. 
т —м 


Это соотношение, согласно п° 4, влечет за собой существование раз- 
ложения 


1 
К(г)= УФ (2) 
[1 
по полиномам Фабера первого рода. 


Научно-исследовательский Ноступило 
институт математики МГУ. 22. УГ. 1943 
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А. МАЕСООСНЕУ!ТСН. ЗОВ ГЕЗ РОГУМОМЕ$ РЕ ЕАВЕВ 
ВЕЗОМЕ 


Сопз14ёгопз 4апз 1е р\ап сошр]ехе сотр1еф ип дотазте С випр!етет% 
соппехе сопфепапф 1е роз & ’шЙп1; заррозопз ие 1е сотр]6тенйазге 
К 4е С ез% {отшё 4’ап пошге Йп1 4е Чдоташез впар\етепь соппехез 
8:› 8», ---, Вю Ч Чех а Чех запз ро1пёз соштипз её Богпёз раг 4ез 
соигрез {егтёез 4е Зогдап гесийаШез 1,,..., 1» её ред 6 те епсоге раг 
ип пошоге Ни: 4’агсз гесиЙа ев 4е Фюогдап 8,,..., 8, (т>0). 9% 
“=Ф(2) (Ф (<) = со) ез% |а юпеМоп чит геаМзе 1е гергёзетаМоп соп- 
Тогте 4е С заг 1е доталае ех{ёмеиг ай соге |#| > 1, а1огз оп арреЙе 
ро] упошез 4е РаЪег Ф, (2) = Фь(2) (роупошез 4е РаБег 4е рге- 
плёге езрёсе) 1а зоште 4ез фегтез сошепап% 1ез рилззалсез поп пбоайуез 
Чапз 1е аву@оррелеть 4е Гаигеп% 4е [Ф(2)]" аи уо1лзьпаве 4е = со е 
ро\употез Че Кабег 4е зесопде езрёсе Фь (2) 4ез ехргезз1отз апа!озез 
Гогтёев роог [Ф (2)]" Ф’ (2). Оп автог4ге че ропг спадче {опеМоп ] (2), 
ип Могше её апа1уйаие 4апз 1ез дота1юез 2, -.., 8 Ч аррагыев & 
1а с]аззве ЕЁ, * Чапз сез Чошалпез её 41 роззёде зиг 1у,-{...--1к 9ез 
уа]еигз ПшпИез А уамамор Богпве, ИП ех1з\е ип 96уеорретеп% 


— . 
Уа,Ф! (2) (аш, еп рёпёга|, п’езф раз ипздие) её сопуегхе ип Могтетшен 
о 


уегз /(2) «А Г1иёётемгь 4е &,,..., 8» ©’е8%-д-аа1ге зиг спадие епзетЫе 


Тегпё 4е роиийз 4е в, +... 8к- 
Роиг свадле ГопсМоп, ипМогте еф апа]уйдие, }(2) Че с\аззе Е, Чапз 


2,,..., 2 ех18бе ип @буеорретеп% У 6,Ф! (2), Чай сопуегве уегв 
0 


(2) апМогтёшеюь «А Гпббгеиг» 4е в. 91 }(2) е5ф ипМогте © апа]у- 
Идче дапз &,-+...- 8х её 4е шодще Ъогиё, а1огз Й ех1з йе ип авуе]орре- 


тет У а,Ф (2) зотта Бе уегз }(2) раг ип шёбводе чие!сопаме (С,8) 
0 


(&> 0) её Ла сопуегрепсе ез® ипМогше «а Гибёмеиг» 4е в. 


* С’ез1-8-д1ге 1ев и\ерта]ев \ 11 (5) 195, оц 19) (=, 2,..., К) зоше Лев шоа- 
7 
Кез Чез &, Чапз 1а гергёвемаюот соп{огчае виг 1е сего е ипИа1те, зопф Богпёев. 
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апз |е саз, ой К=4, т=0, еб 31 у, =1 роззё4е еп свадие ро 
ипе фапосте 4006 ]е сое слеть апощате убгШе 1а сопаоп 4е Тар- 
808162; — Нб]4ег, а1огз рог сВафиае {опсйот } (2) аррагбепапф & 1а с1аззе Е, 
Чапз ]е доташе 2, =2 её 4ою% ]ез уайеигз Шт ез убёгИ1епё ]а соп@И1оп 


(© ле 17 (9145 < «5, 


И ех1зве ил 46уорретет У! а,Фй (2), дай сопуегре ипМогтеётшепь уегв 
9 


(2) «а’иеглемг» Це в. 
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Н. А. АРТЕМЬЕВ 


МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ 
И ПРИЛОЖЕНИЕ ЕГО К ДВУМ ЗАДАЧАМ НЕБЕСНОЙ МЕХАНИКИ 


(Представлено академиком ©. Л. Соболевым) 


Дается общий метод вычисления характеристических показател_#Я 
системы линейных уравнений с периодическими коэффициентами 
п применяется к определению областей неосуществихости, лежащих 
вблизи критических отношений частот.“ 

Исследуется осуществихость либрационных точек Г., Г, и осуще- 
ствимость круговых орбит. В обеих задачах устанавливается наличие 
параметрического резонанса вблизи соизмеримости среднего суточного 
движения Сатурна—Юпитера и Юпитера—астероида. 


Введение 


Эта статья служит продолжением работы (')*. В последней были 
п 
найдены критические отношения частот т ‚ вблизи которых может 


обнаружиться неосуществимость соответствующего невозмущенного дви- 
жения (либрационной точки [, или круговой орбиты) уже из исследова- 
ния линейных уравнений первого приближения. Было показано, что 
осуществимость или неосуществимость невозмущенного движения зави- 
сит от того, будут ли вещественные части характеристических показателей 
некоторой линейной системы дифференциальных уравнений равны нулю 
или нет. Оставалось вычислить характеристические показатели некоторых 
линейных систем, коэффициенты которых зависели от параметра е. 

В этой статье я даю общий метод вычисления характеристических по- 
казателей системы линейных уравнений, коэффициенты которой являются 
голоморфными функциями параметра в. 

Предлагаемый автором метод в некоторых случаях (в частности, 
в обеих‘ рассматриваемых нами конкретных задачах) оказывается зна- 
чительно проще для практического применения, чем метод Ляпунова 
[(*), $ 48—49]. В тех случаях, когда правые части линейной системы 
в нормальной форме представляют с0б0ю целые трансцендентные функции 
параметра е и при этом соблюдаются еще. некоторые условия, формулы, 


* Все обозначения предыдущей работы сохранены. Часть статьи, именно 
$$ 4—6, можно читать, не зная предыдущей работы; остальные параграфы предпо- 
лагают знакомство с предыдущей работой. 


{ Известия АН, серия математическая, №2 
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построенные автором, так же как и ряды Ляпунова, оказываются при- 
годными на всей комплексной плоскости а, а не только при малых зна- 
чениях параметра е. 

В $ 1—4 дается изложение этого метода. В $$5—6 применение 
метода иллюстрируется на уравнении Матье. В $$ 7—9 метод применяется 
к исследованию областей неосуществимости вблизи критических. отно- 
шений частот в задаче о движении Троянцев. В $$ 10—11 этим методом 
исследуются области неосуществимости в задаче о распределении асте- 
роидов. В $ 12 полученные результаты сравниваются с эксперименталь- 
ными данными. 


$1 


Определение характеристических показателей будет основано на инте- 
грировании системы линейных уравнений с помощью рядов определенного 
вида. Для доказательства сходимости этих рядов нужны две леммы, непо- 
средственно вытекающие из известной теоремы Вейерштрасса [(*); $ 301; 
(*), гл. ПЬ $ 10] теории аналитических унии: 

ЛЕММА 1. Пусть 


(Р.Р... (1,1) 


— ряд, все члены которого целые трансцендентные функции 2. Если ряд 

(1,1) равномерно сходится на окружности с любым конечным радиусом 

и с центром в точке 5 =0, то этот ряд сходится в любой конечной точке 

плоскости з, и сумма его Г (2) будет целой трансцендентной функцией 2. 
ЛЕММА 2. Пусть 


[ф, (2) + 21%, (2) 27, (2)] + [Ф‚ (2) + 2°$, (2) + 2°Х, (2)] + 
+... [@ (2) 2$, (2) + 2х; (2)] +... (2,1) 


— ряд, в котором $; (2), $; (2), Х; (2), /=1,2,..., голоморфные функции 
5 в круге С, с центром в точке ‹=0, ау,, у, — дробные показатели. 
Если ряды 


ф, (2) + Ф, (2)... , 
ф, (2) + $, (2)... , (3,4) 
Х: (2) НХ, (2) 


равномерно сходятся на С„, то ряд (2,1) сходится в любой точке внутри 
С„, и сумма его 


5) =Ф(д +21 (2) 29 (2), 


где Ф (3), Ч (2), Х (2) — голоморфные функции з внутри круга С,. 

Примечание. Каждый член ряда (2,1) состоит из трех слагаемых 
вида 2`/(2), где у— дробь, а 1(2) — голоморфная функция 2. Очевидно, 
аналогичная лемма справедлива и для ряда вида 


р (2) = №90 (2) = У (8 =... 


1=0 1=0 
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_ В большинотве конкретных задач, при. исследовании осуществимости 
периодического движения, придется вычислять характеристические пока- 
затели системы линейных уравнений с периодическими коэффициентами, 
содержащей малый параметр :: 


Ч У ++ (ак (=Ь.ь п). (0,2) 
=1 


Характеристические показатели и само решение системы (0,2) при г=0 
предполагаются известными. 

Для вычисления характеристических показателей системы (0,2) при 
малых значениях параметра г можно было бы воспользоваться методом, 
указанным Ляпуновым в его диссертации [(?), $ 48, 49] *. Однако, в неко- 
торых случаях удобнее непосредственно искать разложения характери- 
стических показателей. 

В дальнейшем, для сокращения записи, мы будем пользоваться век- 
торными и матричными обозначениями. 

Рассмотрим систему линейных уравнений 


ет (Г) 


где Х и А(+, г) — матрицы. Предположим, что матрица .4 (+ =) удовле- 
творяет следующим условиям: 
1. При всех вещественных значениях {[ и вещественных г, удовле- 


творяющих неравенству |=|<г, матрица А($, г) будет вещественной 
непрерывной функцией {. 

2. А(+,:)=А (1-2, :) при всех |е | <г. 

3. Вблизи е=0, при #Е[0, ж], матрица. А (1, =) = М А, (1) г^ предста- 


вляет собою голоморфную функцию е, причем ряд 
Ура =" (14 > Ак (| при 16 [0,2] 


сходится при |= | < Г. 
Пусть заданы начальные условия 


х (0, =Е(), (1,2 


со 
причем матрица Ё (=) = У! Е, =^ есть голоморфная функция з вблизи з = 0, 
х 


а ряд 


со 


ой АЙ 
У ее (|ек > 1 Еь) 
к—0 
сходится при |= < г. 
* Предлагаемые Ляпуновым ряды сходятся при любом 3, а не только при малом. 


{= 
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Справедлива следующая | 

ТЕОРЕМА (ЛЯПУНОВА). Решение Х (&, г) системы (1), удовлетво- 
ряющее начальным условиям (1,2), является голоморфной функцией пара- 
метра = вблизи ===0, причем ряд 


Х (, )= Ух, (2,2) 
к=0 


сходится при |= | ги любом вещественном 1. 
Доказательство*. Для доказательства применим метод после- 


довательных приближений. С этой целью, воспользовавшись (1,2), пред- 
ставим (Т) в виде 


1 
Хх =Е(8) + \ ХА, 9) 4. (3,2) 
0 
Определим последовател ные приближения формулой 
[9 
Хх‘) (1, )=Е (&) + \ Х®-0 (1, ) А(ё, =) 44. (4,2) 
0 


Так как в силу предположений 1, 2, 3 система (Т) удовлетворяет всем 
условиям обычной теоремы Пикара, то можно сразу утверждать, что ряд 


Х (1, =) =ХФ (1, =) [ХФ® (1, =) — ХО (+, г)] +... (Х®(Ьр =) ==Е(?)) (5,2) 


сходится абсолютно и равномерно в любом конечном промежутке по 


ги при |=| <г, причем функция Х (1, г) удовлетворяет системе (Г) ина- 
чальным условиям (1,2). 


Для того о доказать, что решение Х ({; е) будет голоморфной функ- 


цией : при |=|<ги любом вещественном конечном &, достаточно пока- 
зать: 


1) что каждое приближение Х(”)({, =) есть голоморфная функция 
= при |= < и вещественном конечном &, 

2) что ряд (5,2) сходится равномерно на окружности С, радиуса 
г с центром в точке е=0 при любом вещественном фиксированном &{. 

Для этого, наряду с системой (Т), рассмотрим систему 


ий. > Пак =^, 


или систему 
2 (Е, =) = нее 26 Э) р | ак е* 4%, 46,2) 
к=0 к—0 


которая является усиливающей, если в ней = заменить на = |. 


* Мы приводим это доказательство, так как оно несколько отличается от дока- 


зательства Ляпунова; кроме того, аналогичным методом будет доказана следующая: 
теорема. 
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Решение системы (6,2) дается соотношением 


(У Лак || 5% 
(Е, Рио [е, [вх - е*=8 
к=0 
Так как ряды 
(9. ®) 


Хек а У |6" 


к=0 К=0 


сходятся при '=| < г, то по теореме о подстановке ряда в ряд заключаем, 
что ряд для’ (+, =), расположенный по степеням е, будет сходиться при 
| =| < т. С другой стороны, строя последовательные приближения по фор- 
муле 


269, о Нек! ее (6). У| а, |= 4 


К=0 К=0 


и принимая за нулевое приближение > | ек|=®, легко убедиться, что 
к= 


каждый коэффициент ряда 21, [е]), а при |=|°, больше соответ- 
ствующего коэффициента при =’ ряда для 7”) ($, |= |), а этот последний 
в свою очередь больше коэффициента при =’ ряда для Х(”) (1, е). Следо- 
вательно*, каждое приближение Х(”) ($, =) является голоморфной функ- 
цией = при |=| <г и любом вещественном конечном #. Далее, 


Х (1, =) |3 7(Ь |=!), 


и так как сумма ряда Й (1, г) сходится равномерно на С; при любом 5, то, по 
теореме Вейерштрасса [(°), $ 301], ряд Х (1,е} представляет собою го- 
ломорфную функцию = при |= < и любом вещественном конечном #, 
что и требовалось доказать. 

Замечание. При замене условия 4 более сильным предполо- 
жением и, именно, приняв; что ряды 


Гек“ и > Па, |= 


:0 


т 


представляют собою целые трансцендентные функции =, можно (применяя 
вместо теоремы Вейерштрасса лемму 1} показать; что решение Х (1, е) 
будет целой трансцендентной функцисй е. 

Рассмотрим теперь систему 


ах * 
=ХА(Ь :) (1^) 

в предположении, что матрица А (1, г) имеет вид 
А (Е, =) = А, ($, г) {+ в" А, (Бе) |... = А, (6, 3), (7,2) 


* Отсюда вытекает, что каждая разность хх О =) — Х" (6, =) есть голоморф- 
ная функция з при || <” 
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причем матрицы А; (&, <), 1=1, ..., р, удовлетворяют условиям, аналогич- 
ным 1,2, 3, ау,..., >, — дробные показатели, удовлетворяющие 
при любых целых положительных а, В. 7, =1,..., р, соотношениям 
ху; Вук = $ У, 
где 5 — некоторые целые положительные числа, [ — одно из’ чисел 1, ..., р. 
Пусть начальные условия будут 
Х (0, =) =Е (=) (8.2) 
и пусть 
Е (=) = Е» (е) + г“ Е, (г) +... + =»ЕЁ  (®), (9,2) 
где Е; (), у =1,... ‚ р, удовлетворяют тем же условиям, что и функция 


Е (=) в предыдущей теореме. Тогда справедлива следующая 
ТЕОРЕМА 2. Решение Х ( г) системы (Г), удовлетворяющее пначаль- 
ным условиям (9,2), имеет вид 


ХХ, @, дах, (ее Х( *), (10,2) 


где Х, (1, г), /=1,..., р, — голоморфные функции = при |=| <г и любом 
вещественном 1. | 

Доказательство. Применяя (как и в предыдущей теореме} 
метод последовательных приближений, можно сразу утверждать, что по- 
следовательные приближения сходятся и что ряд 


Ха +) = Хо) [ХФ г) ХФ, з)]--..., (14,2) 


где Х@) (+, =) =Е (=), сходится абсолютно и равномерно в любом конечном 
промежутке по Ё и при |=| <, причем функция Х ($ г) удовлетворяет си- 
стеме (1*) и начальным условиям (9,2). 

Остается доказать, что решение Х (& ©) имеет вид (40,2). Для этого 
достаточно показать: 

1° что каждое приближение Х(”) (1, =} имеет вид 


Х‘® (&, г) = Хб (6, «) + =" Х 4 (4, =)... Е е2Х 0 (Ь =), — (42,2) 
где Х 0% (1, г), 7=1,..., р, — голоморфные функции при |=| < г и вещест- 
венном конечном {; 

№ что ряды Х®(ь ) [ХФ (и, е)- Х®(Ь &)] +... > Р, 


сходятся равномерно на окружности С, при знюбом вещественном; фикси- 
рованном &. 
° Для этого, наряду с системой (1*), рассмотрим систему (усиливающую 
при замене з на |: |) | 

[®.®) 


42 е 
= 2. | 48| ги У, | ай |=... е 25 ар =^ 7. А* (=) (13,2) 
к=0 


и ее решение, удовлетворяющее начальным условиям 


2(0, е) = ”) | её| = —Н 1 у Нех| || ан . Е =\%р у | еР [в == Я (е), (14,2) 
К=0 


К=0 К=0 
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имеет следующий вид: 
АЖЬ, =) = В* (зе "©. (15,2) 


Ряды Е* (г) и А*(=) сходятся при |=' < г. 
Представим теперь е!^*(@) в виде 


к ы 
Е У Иа = а У пари 
егА*@ —е #0 -е #50 ее 


© 
р У | «р = 
Я К=0 
применим к каждому множителю теорему о подетаповке ряда в ряд, 
перемножим полученные ряды; перегруппируем и приведем подобные 
злены;—тогда ряд (15,2) (в силу свойств чисел у;) будет иметь вид 


(Е, =) = 2, (1, е)-+ =“, (1, в)... + ='2й (1, г), (16,2) 


причем каждый ряд ; (1 е) будет сходиться равномерно на С. 


С другой стороны, строя последовательные приближения по формуле 

{ 
7%) (1, =) = Е* (&)-+ 2", =) А* (=) 4 (17,2) 

0 
а принимая за нулевое приближение Ё” (=), легко убедиться, что после 
умножения и приведения подобных членов каждый коэффициент ряда 
7, (&, =), |=1,..., р, стоящий при какой-либо степени е, больше соответ- 
етвующего коэффициента ряда для 20" (1, =), =14,..., р, а этот последний 
в свою очередь больше соответствующего коэффициента ряда для 
хм (Е а Ир: Следовательно; каждое приближение имеет вид 
(12,2), причем сходится при |=| < и любом вещественном конечном 1. 

Далее, 

Ху (&, г) |< 2 (, |=1) (18,2) 


и так как сумма ряда ,(& |=|) сходится равномерно на С, при любом 
вещественном конечном &, то и Х, (& =) будет сходиться равномерно на С,. 
Следовательно, в силу леммы 2 


Х (1, =) =Х, (@&, э- 2” Х, (1, г) +... =»? Хр(@, г), 


где Х, ($, =), 1=4,...,Р, — голоморфные функции = при 'з! г, что 
и требовалось доказать. 
$3 
Рассмотрим снова систему 
“т = ХА (и, 8}, (Г) 


тде А (Ь е, удовлетворяет условиям 1, 2и 3 $2. 
Пусть Х (& г)—фундаментальное решение системы (Г), удовлетворяю- 
щее начальным условиям 


Х (0, е) =1 при |э| ея. (1,3) 
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Пусть В ($) — матрица интегральной подстановки, соответствующей пе- 
риоду 2“ 

Х (2, =) = ВХ (0, )= В. (2,3) 
Как мы увидим ниже, исследование корней характеристического урав- 


нения 


при з = 0 позволит в некоторых случаях установить вид разложений кор- 
ней характеристического уравнения вблизи з = 0, а отсюда и вид разло- 
жений характеристических показателей вблизи е=0. На основании 
некоторых эвристических рассужденый мы установим сейчас возможный 
вид разложения решения, взятого в канонической форме. 

Пусть фундаментальное решение системы (Т) в канонической форме 
имеет вид 


ее, (6, в)... фи 2) | 
. | ==[е8 (Е ..., еб а Ч (2, =), (3,5) 


тде фл (Е, 2) =фу (1-2, =), /, Ё=И,..., п. 
Составляем из (3,3) новую фундаментальную систему, умножая (3,3) 
слева на неособенную матрицу С (=), 


а в (4,3) 
Матрицу С (=) всегда можно выбрать так, чтобы матрица Х (1, =) 
удовлетворяла любым начальным условиям. Выберем С (=) так, чтобы при 


[=| <г 
Г. (1,3) 


Из (1,3) и (4,4) имеем 
СЕ (ОР, 
или так как матрица Ч (0, =) неособокиая при |= | г, в силу фундамен- 
тальности решения (3,3), то | 
С (в) = 3 (0, а. (5,3) 
Если Ч (0, з) — голоморфная функция е вблизи г = О;то 1 -! (0, з ) также 
голоморфна вблизи з=0, а следовательно; и С (<) будет голоморфной 
функцией з вблизи з=0: если ‘же 
У (0, з) = Ч, (0, в) Е =, (0, в). че, (©, 5), (6,3) 
где Ч; (0, =) — голоморфные функции < вблизи з=0, то Ч-! (0, =), а сле- 
довательно, и С(з) будут иметь такой же вид. В самом деле, 
Ю (Х (0, :)) =Ф,<0, =) == Ф, (0, в) --..: - =2Ф, (0, =), 


где Ф;(0, =) -голоморфные функции вблизи =0, причем Ф, (0, 0) +0. 
Но 


1-1 (0, =) = ыы (7,3) 
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где Оу, (Ч (0, =))-алгебраическое дополнение определителя О (\ (0, =)). 
Очевидно, что после того; как мы разделим ряд; стоящий в числителе 
{7,3), на ряд, стоящий в знаменателе; получим снова ряд такого же 
вида. 

Из (4,3) находим 


[е94, ..., с] = С-1 (2) Х (6, =) Ж-И(Ь ©). (8,3) 


Так как Х (0, =) (начальные условия (1,3)) и матрица А(ь=) вблизи 
г =0 представляют собою голоморфные функции е, то, применяя к реше- 
нию Х (+ г) теорему Ляпунова ($ 2), заключаем, что вблизи г =0 Х (&, =) 
будет голоморфной функцией е. Воспользовавшись (4,3), составим диф- 
ференциальное уравнение для ны =): 


СЕ [ее ®ФЕ; г. Е в (ее ль нае И 
==С (=) [80 а, 9 (9,3) 
или, умножая слева на С—\(=) и затем на [е91!,..., ее] 1, 


ЧР (6, (2), >» (8) 9 = ЧА(Ь, ©). (10,3) 

Рассмотрим два случая: 

Случай Т. Предположим, что на основании каких-либо сообра- 
жений известно, что [с,(=),..., с, (=}] голоморфная функция з вблизи 
= —=0. Так как левая часть (8,3) представляет собою голоморфную функ- 
цию е, то и правая часть должна быть голоморфной. Если С (®) голо- 
морфна вблизи г =0, то и С-1(®) будет голоморфной. А так как Х (Ь г) 
также голоморфная функция, то, следовательно, Ф-' (&%=) и Ч (Ь 3) 
также должны быть голоморфными вблизи  =0. Но Ч ($, г) представляет 
собою решение системы (10,3), удовлетворяющее голоморфным начальным 
условиям Ф (0, =). По теореме Ляпунова Ф (1, =) действительно должна 
быть голоморфной функцией г, так как коэффициенты системы (10,3). 
будут Е функциями =. Таким образом, в случае, когда 
16 (5 5-9 Е) наи е, можно надеяться получить реше- 
ние (3,3), разыскивая \ (1, е) в виде голоморфной функции :. 

Случай П. Пусть на основании каких-либо соображений известно, 


что [5, (=), ..., 9, (=)] имеет вид 


[5, (=), ..-› би (=) = [9% (г), ..., 9% (г)] 
—- = [с@) (=), . 56 (=)} = .. „= [6 ( а) (3) 


где [507 (®), ..., с0 (=)], /=4,..., р, — голоморфные вблизи = = 0 функции в. 

Из (8,3) видно, что в этом случае \ (1,е) заведомо не может быть 
голоморфной, так как тогда 1 (0, е) была бы голоморфной, а значит, 
в силу (5,3), и С (е) была бы голоморфной, т. е. правая часть (8,3) была бы 
толоморфной функцией з вблизи :==0, а это противоречит виду левой 
части (8,3). 

Если же предположить, что Ч (Е, =) имеег вид (6,3), то, повторяя 
аналогичные рассуждения, убедимся, что правая и левая часть (8,3) 
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имеют один и тот же вид, а вид \ (1, =) в силу (10,3) и начальных усло- 
вий (0, =) согласуется с теоремой 2 ($ 2). 

Таким образом, в случае, когда [с, (е),..., 0, (®)] имеет вид (11,3), 
можно. надеяться получить решение (3,3), разыскивая решение ФУ (Е, =) 
в виде (6,3). 

Заметим, что в обоих случаях (случаи Ги П) матрица \Р (, =) должна 
быть периодической функцией { периода 2т и, следовательно, должна 
удовлетворять условиям 


4 (0, =) = (0, 2). (12,3) 


Будем искать Ч (1, =) в виде голоморфной функции = или в виде (6,3), 
в зависимости от того, какой из двух случаев (случаи 1 и 11) имеет местр. 
Применим метод последовательных приближений, либо, что по существу 
одно и то же, метод неопределенных коэффициентов, подставляя Ф (1, г) 
в (10,3) и сравнивая коэффициенты при степенях =. Если нам удастся 
при этом удовлетворить граничным условиям (12,3), то, в силу теоремы 
Ляпунова, или, соответственно, теоремы 2 ($2) при достаточно малом 
'=| мы получим заведомо сходящиеся разложения. 

Таким образом, если в первом или во втором случае удастся построить 
соответствующие” ряды. формально удовлетворяющие всем требуемым 
условиям, то они заведомо окажутея сходящимися при достаточно ма- 
лом !=. 

$4 

Докажем тецерь, что если с, (=). ..., <, (=) голоморфные функции = вблизи 
= —0, то при соблюдении еще некоторых условий действительно можно 
построить решение 1 (1, =), являющееся голоморфной функцией з и удо- 


влетворяющее условиям периодичности (12,3). 
Рассмотрим снова систему (0,2) 


м. п 
4х а О ь ая | 
= У Ак( ль: ХА. (Оль, т 
Ё-=0 ко 


Для упрощения рассуждений предположим, что коэффициенты Аж (й== 


‘==а). будут постоянными и что характеристические числа (6), ..., (0) ма- 
трицы 
Кона МЕС 
АТ. Ц 
| Чт, ? и 


все различны. 
Положим 
Е (0), ее: А, (1) 
: Аи, (1), я Аа (1) | 
и будем какое-либо решение х,, ..., х„ системы (0,2) рассматривать как 
вектор {т (0}. Период матрицы 4 (1) примем равным 2х. В этих обозначе- 
ниях система (0,2) запишется. так: 
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а 


4{=} - 
таг’ = [А® + еА(1)] (2. (154) 
Получаемая из (1,4) при = — 0 линейная система будет иметь следующий 
вид: 


= А®/ 1. (2,4) 


При достаточно малых значениях ‹ характеристические показатели 
с, (2), ...,5„(=) системы (1,4) в силу их непрерывной зависимости от в 
также будут различными. 
Решение системы (1,4), соответствующее характеристическому локаза- 
телю о, (г), 
{2} 09%! {ф (+, е)}, (3,4) 


при ==0 превращается в решение системы (2,4): 


Из доказательства леммы, данной нами в предыдущей работе [('), $ 1], 
видно, что характеристические показатели системы (1.4) будут не только 
непрерывными, но и аналитическими функциями =. 

Допустим, что на основании каких-либо соображений стало известно, 
что вблизи з =0 характеристические показатели системы (1,4) являются 
голоморфными функциями е. Тогда мы имеем случай | и решение (3,4) 
системы (1,4) ищем в виде 


0) ев(1)- ... а | 
(де Е Л 19 =Ф0) { =Ф0 +...}. (4,4) 


Нк == ((0) {+ г0(0--...) 6 44®-- г9®Ф--...] + е°! {$0 9 +...]. (5,4) 


Подотавив (4,4), (5,4) в (1,4) и сравнив коэффициенты при одинаковых 
степенях е, получаем (так как {$®)} = соп8} для соответствующих—нуле- 
вого, первого и второго — приближений: 


0: (5(0)1 — А) {ф® } =0, (6,4) 
4: 1$} + (301 — А©)) {$4} = (А(1)— 001) {$0}, (6,,4) 
2: 190} + (901 — А) {$221 = (А (+) —з®Т) {$6} — 0 {90} (6,,4) 
ит. 


Чтобы решение (3,4) действительно соответствовало характеристиче- 
скому показателю с, (=), необходимо и достаточно, чтобы векторы {$}, 
Е—1, 2,..., удовлетворяли условиям периодичности 


{99 (оу = | офи и [99 (2=)} — {4* (0)}=0, &=4,2,... (7,4) 


я 2п 
Г 0 


( 
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Далее! чтобы полностью определить решение (3,4); необходимо еще его 
нормировать. Потребуем, например, чтобы 
+ (0, =)=9®, ОЕ, (8:4) 
откуда 
$0 (0)=$Ф, $0(0)=0, 9% = (0),... (9,4) 
Проинтегрируем теперь систему (6,,4) с условиями 
т 
ео =:0 и 9 (0)=0. (10,4) 
К. 
Как мы покажем ниже, этим п-|- 1 условиям можно будет удовлетворить 
выбором п произвольных постоянных интегрирования и 5(). 
Затем проинтегрируем систему (6,,4) с условиями 
ут 
ее &=0 и $2 (0)=0. (10,4) 
О 
Этим и 1 условиям удовлетворяем выбором ” произвольных постоянных 
интегрирования и 54°, ит. д. 
Затетим, что корни $5,, $,,..., $, характеристического уравнения одно- 
родной системы г 
{+01 —40) {4$} =0 
определять не придется, так как они, очевидно, равны 
$: =0, $5000, 55, 50—50. (11,4) 


Таким образом, вычисление характеристического показателя с (з) си- 
стемы (1,4) сводится к последовательному интегрированию системы неод- 
нородных уравнений (6,,4), #=41, 2,... 

Покажем теперь, что уравнениям (10,,4) действительно можно удовле- 
творить, при условии, что ни одна из разностей с® —с®, 4 =2,..., п, не 
равна целому числу или нулю. При вычислении каждого следующего при- 
ближения придется интегрировать неоднородную систему вида 


{#+@РГ — А) {$} = {1 (6)} 019%}, (12,4) 
оо 
где {} (1)! = > её №! {у}, из подлежит определению. 
ВЕ= < : 


Пусть (0 — матрица фундаментального решения соответствующей 


однородной системы. Тогда общее решение неоднородной системы (12,4) 
будет 


1 


Ф(0}=0 (в {С}+ \ (ИО (9 Ц} 51904. = (43,4) 


0 


где {С} — произвольный постоянный вектор. 
Как было показано раньше, 


( (+) = [ези, о ей] Ф®; (14,4) 
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здесь Ф®) — матрица с постоянными элементами; а числа $, равны 
За ОА в (15,4) 


Так как матрица Ф@) представляет собою фундаментальное решение 
однородной системы; то в каждой ее строке имеется по крайней мере один 
‚ элемент отличный от нуля. Не ограничивая общности; можно предполо- 
жить, что нумерация неизвестных х,,..., х, выбрана таким образом; что 


вектор {$} = {$®,..., $0}, удовлетворяющий уравнению (°®— А). 
{$0} =0, имеет первую составляющую $@® +0. 
Пусть ни одна из разностей 0 —с®, К=2,...,п, не равна целому 
числу. Тогда 
И(=[4, е*!,..., ет] ФФ. (16,4) 
Очевидно, 
0—1 (=Ф®- М, е-8и,...,е-зй. (17,4) 


Подставляя (16,4), (14,4) в (13,4), получим 


1 


ВКО, зе СУ Ирена. ет]. 
(Св {90 4х. (18,4) 


Покажем, что произвольный постоянный вектор {С} и величину с 
всегда можно выбрать таким образом, чтобы вектор {$ (1)} был периодиче- 
ской функцией { периода 2. При вычислении интеграла; стоящего 
в правой части формулы (18,4); встретятся интегралы следующего вида: 

1 1 
\ “= ‚) обе (ем —1), КО, 
0 

йе х 

\ езк (1-е (ев — 1), 

0 Е. 


ТУ — 5к 


7 УЕ „ЗЕ 
\ езк (1—2 = ы у а 0. 
0 


Таким образом, решение (18,4) будет иметь вид 


ви} 
вел-{с,- У ОФ о) + т. в 
>. К=-© 
—Боо 
7 тю 9400 у 7 , у( ) са 
ры :- (с. ЗрНиР = а _ -ы— Эа : *)е ы ео 
К=-©® 
ео до КО ро у в) 2) А 
те 5 —+ (С.+ 5 зы У Ав, к 
К=-< 
оо 
(К) 
’ у к Ир 
Не») десем (19.4) 
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Для того, чтобы решение {$(1)} было периодическим периода к, 
надо уничтожить вековой член в первой составляющей и член езй в У-0Й 
составляющей. Так как $® -.0, то вековой член можно уничтожить, 


положив 


ай (20,4) 


Чтобы уничтожить члены вида е*»', выберем произвольные постоянные 


С,(у=2,....,п) следующим образом: 
(0) (0) у 
т, 691, а р 
Е ыы Е хз Се ео 
С, 5, 5, РИ кВ 94 
К= со 


Значение произвольной постоянной (С, можно выбрать какое угодно; 
можно ее, например; положить равной нулю: 

С, =0. (22,4) 
Тогда 
5, (0)=0. 


№ 


Из этих рассуждений вытекает 

ТЕОРЕМА. Если ни одна из разностей 3—5), у=2,...,п, не 
равна ат, $де т — целое число или нуль, то величиной с. входящей в си- 
стему 


{+ ®1— 40) {$} =) — {$0}, 


и произвольными постоянными С,,..., С, можно распорядиться 
таким об разом, чтобы получить периодическое решение этой системы 
периода 2м. 

Построенные тахим путем разложения 


{Ф(#, ®)} = {$0} = {$0 (0} | = {60} + ... 


обязательно выйдут сходящимися при || достаточно малом, в силу теоремы 
Ляпунова ($ 2). 

Если характеристические показатели не будут голоморфными функ- 
циями е вблизи г = 0, то или нельзя будет выбрать функции {ф(® (1)} так, 
чтобы они удовлетворяли ‘условиям (10,4); или же построенные ряды 
окажутся расходящимися. В этом случае при построении рядов надо 
‚исследовать характер особенной точки г =0 и если е=0 6. цет точкой 
разветвления, то строить ряды вида (6,3); выделив предваритьль . соот- 
ветствующую особенность в точке е=0. 

В предыдущей работе [(1), $4, $ 6] при вычислении критических 


п 
частот мы нашли, что если отношение -* не будет критическим, то харак- 
теристические показатели окажутся действительно голоморфными функ- 
По д 
циями е вблизи г =0. Если же отношение „’ будет критическим, то е=0 


представляет собою особую точку: функции с, (=). Однако (как дальше 
будет показано), для определения областей неосуществимости достаточно 
уметь строить разложения лишь вблизи критического отношения частот. 
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Таким образом, случай 1] не понадобится нам для дальнейшего. Позтому 
покажем вкратце, как будет выглядеть процессе вычисления в случае 1. 


Предположим, для болышей простоты, что разложение характеристи- 
ческого показателя с (=) имеет вид 


в (80 ++ И =с@/2) | г5@-- = И с(з) :. =’ (2) +} 5 (=), (23,4) 


‘где с’ (г), с’’ (=) — голоморфные вблизи г =0 функции з. 
Мы имеем, таким образом, случай ИП. Итем ретение системы (1.4) 

в виде 
ее 


Е, ОИ +009 +. ит (24,4) 


5. 


Подставляя (24,4) в (1,4) и сравнивая коэффициенты ири степенях з 
получим для соответствующих приближений 


0: (50) / — 40) {$0} =0, (24,4) 
о [оу ++ (30) 1 — А@) {901} = — 39 {9% (8 
1: {9} (ФГ — А) {$0} = — 00/5) {9019} (А (1) — {$}, (24,4) 
С 19/) (<® Г — А) {98/9} = — 00/9) {у + 

(А(Р) — << Г) {$0} — 6) {90} (24з/„,4) 
ит. д. 


Так как функции {$°(1)} периодические, то должны соблюдаться 
условия ортогональности 
жж к . 
{еда = (90 (2) — 9 (0-0, У=0, 5,1... (25,4) 
0 


Для того чтобы полностью определить решение (23,4), необходимо 
еще его нормировать. Потребуем, чтобы 


$, (0, ) =9® пря О<е<а, (26,4) 


откуда получаем начальные условия: 
$1(0) = 9%, 90/0) =0, 90(0)=0, 9%'%(0) =0,... (27,4) 


Этим п-- 1 условиям (25,4) и (27,4) можно будет удовлетворить выбором п 
произвольных постоянных интегрирования (<), ..., СФ и ©. 

Таким образом, в случае 11 (как и в случае Т) вычисление характери- 
стического показателя сводится к последовательному интегрированию 
систем. неоднородных уравнений вида 


{у (ФТ — 46) {26} = (9 (0) == (р ()} < {46 (1), (28,4) 


где {рб)(#)} и {4()(#)} — периодические функции 1, известные из предыду- 
щих приближений, а с) подлежит определению. 

Замечание. Если в случаях Ги П у—1 приближений уже най- 
дены; то для определения ©) нет необходимости интегрировать систему 
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у-го приближения. В самом деле, проинтегрируем уравнения (28,4) 
в пределах от 0 до 2*. Принимая во внимание условия ортогональности 
(25,4) и вводя обозначения 


> 


т 


\ 2” Иа = 4“, 7” (#) Ч —=8°, Я Е а, (29,4) 


`0 


=>. 


получим 
(301 — А®)) {у6} = {86}. (30,4) 


Рассматривая {30,4) как систему алгебраических уравнений относи- 
тельно составляющих вектора {у©)}, видим, что определитель этой неод- 
нородной системы Д (©) [ — А®) равен нулю*. Для того чтобы она: имела 
решение, необходимо и достаточно, чтобы вектор {50} был ортоговален 
ко всем линейно независимым решениям соответствующей союзной одно- 
родной системы. 

Если ранг матрицы равен 1, то условие ортогональности вектора 
18С)} будет иметь вид 

9028 +... 8% =0. (31,4) 


Если предыдущие приближения уже вычислены, то величина ©) опреде- 
лится из линейного уравнения (31,4) и. следовательно, для определе- 
ния с) не надо интегрировать систему (28,4). 

Так как нулевое приближение представляет собою решение исходной 
системы и, следовательно; известно, то для определения перзой поправки 
к характериотическому показателю интегрировать уравнения первого 
приближения не придется; она найдется из уравнения 


и зе +... и = 0. (32,4) 


Поэтому: если окажется, что вещественная часть первой поправки 
к характеристическому показателю положительна, то этим будет дока- 
зано существование области исосуществимости вблизи. соответствующего 
критического отношения частот. 

Отсюда видно, что для решения вопроса о сугцествовании областей 
неосуществимости надо проделать, вообще говоря, весьма простые вычи- 
сления, именно составить уравнение (32,4) и найти с/з). 

На основании теоремы 2 ($2) можно утверждать, что с@/>) обязательао 
определится из уравнений (32,4). Если с/з) = 0, то для определения обла- 
сти неосуществимости придется вычислить следующее приближение. 

Однако, если с/з) =0, то решение системы (24:,,,4) напишется сразу, 
так как система будет однородной, и вычисление следующего приближения 
(1) не представит никакого труда. 

На первый взгляд предлагаемый метод вычисления характеристических 
показателей неудобен, так как ряды получаются сходящимися лишь при 
достаточно малом |г', метод же Ляпунова дает ряды, сходящиеся при 
всех :. 


* Так как (@) — одно из характеристических чисел матрицы. 
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Не пускаясь в общие рассузкдения, покажем в следующих разделах, 
как в конкретных случаях часто удается построить новые ряды, сходя- 
щиеся уже при любых значениях =. 
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Прежде чем приложить наш метод к исследованию либ рационных точек 
и круговых орбит, покажем применение его к более простому случаю— 
к уравнению Матье. 

Уравнение Матье 


&- (а -Ресовз 21) =0 (Вэ 
после приведения его к нормальной форме имеет следующий вид: 
4х, —— ] 
Ч р ‹ 
ны ] й (2,5) 
а — (4 =60$ 21), . | 
В данном случае 
О 0 0 
А) — А (3,5) 
| — а* | о 0 


Период матрицы А (1) равен *. При з==0 система (2,5) имеет фувда- 
ментальное решение 


|| ег Гаеа 
[егщ®»# есз®и] у (1,0) = (4,5) 
| е- ий  тае-йи 
Корни хапактеристического уравнения 
*— а (е) р--1=0, (5,5) 
соответствующего периоду я, при г==0, будут 
р» (0) = ©“, р, (0) = ее". (6,5) 
Следовательно, & (0) = созха, 
9-2 ИЯ: (7) 
Чтобы модули обоих корней | р, |, |р.| были равны 1, необходимо и доста- 


точно, чтобы а (=) было вещественным и |4 (г) |< 1. Чтобы при 0 < || “а 
модули корней были отличными от 1, необходимо при е=0 


оО) з==6. (8,5) 

Уравнение (8,5) определяет критические значения параметра а, именно 
в08па|=1, 
откуда находим критические значения 4: 


к =, 
с0озжа=1, а п (9,5) 
с0овпа= —4{4, а=2п- 1. 


2 Известия АН, серия математическая, № 2 
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На основании теоремы Ляпунова ($ 2} коэффициент &«(=) является 
целой трансцендентной функцией параметра =, поэтому положим 


а (=) = а, Ване аа --...=608 па- же я, = --..., (10,5}-- 
а* (г) =В + В=-Н В, =... = 003 жа-- 2х, созпа-=-- 
+ (а 2%, созка) = +... (11,5) 


Из (7,5), (10,5) и (11,5) находим 


ре =... ВИ ЕВ ЕВЕ... = 
= созка4-ае-+... ЕЕ чт па—В=— В," .... — (12,5) 


Пусть п — целое число. Из (12,5) видно, что 
1° если а п, то чи па=0 и при достаточно малом |= 


Ве Ва... _ 


‚ р(=) = созпа-же-.. и т 


т? ла 
м Ию (43,5) 
2°если а= п, В, =8В. =... =8.. 1 =0, В, = 0, то при достаточно малом '= | 
= т р ОА у. В+ В, > > 
9 (=) =( — Чу е-... у В=°. Ки ие" Е 
=а (=) +И=Р(е), (14,5). 


где Р (=) — голоморфная функция з вблизи :=0. 
Из формулы, связывающей характеристический показатель в с корнем 
о характеристического уравнения, 


и из (14,5) вытекает, что 


при а= 2" 1: в=- [2(2п- 1-Е Р, (=) И = Р. (3). 5 
при а=2п: = + [м 2т- Р, (=) |: з° Р, (3), (16,5) 


где Р,(=) и Р,(з) -голоморфные функции = вблизи з=0, причем 
Р,(0)=0. В формулах (15,5), (16,5) определение 10° взято такое, чтобы 
при : =0 с(0) превращалея в характеристический показатель исходной 
линейной системы с постоянными коэффициентами. 

Выразим коэффициенты рядов Р, и Р, через коэффициенты я;. При 
а=2мп. 3, - Ои достаточно малом з 


о (=) = 1-х е-Р а. =... | = И 24, [1+5 о +... ] ТО. 


При а=2п-+1, В, =0 


в (= Ааа. РУз — [и ы а. ] . (1855) 
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Далее, при а=2п 
(= {ие [ 1+, ва, -... 
+ ИУ, (1+5 а +...) } 


или 
$(=) — т ое ея а + 24а. и ре 
Мб: ЛЕ а Уз, — 2 | 2%, ) ее -...; _ (19,5) 
при а=2®- 1 


(=) = {жж (24+ 1) ю8 | Зы не мт 
1 
ее 


=#(0+ 0 + т и НВ = е}/э-... (205} 
Положим, при а=п, 


= + (жп-Р, (® НИ =Р, (=)) = [(жи-Ру, у... + 
И =(&- 8, =-+...)], (24,5) 


тогда, сравнивая (19,5) и (20,5) с (24,5), находим 


ие аа муз. № и пеы = - За? 
при а=2и: 1. =0, &=— 1, 8, = Е - (22,5) 
а 
з =2 : = ЕЕ АИ @ Ва, 32 
фи а=28 1: 1, =0, 8, к а у", (23,5) 


Применяя метод вычисления характеристических показателей, рас- 
смотренный в предыдущем разделе, будем определять негосредственно 
коэффициенты 1; и 8,. Разложения (21,5) сходятся лишь при малом |® |. 
Но найдя у; иб,, мы сможем по формулам (22,5) и (23,5) последовательно 
вычислить значения &,, %., 9..... Это позволяет для вычисления с вос- 
пользоваться формулой 


ое {12 -- 108 [а (8) И 22° @)-1}. . (24,5) 

Формула (24,5) справедлива при любом значении |з|, так как ряд 

& (5) = физ а,=--... представляет собою целую` трансцендентную 
функцию :. 


Переходим теперь к вычислению с при а - п и определению обла- 
стей неосуществимости. 


56 


Пусть а = п. Рассмотрим плоскость (а, =). Из предыдущего исследова- 
ния мы видели, что, если а + п, то существуют столь малые значения |<, 
при которых вещественные части обоих характеристических показателей 
уравнения Матье равны нулю. 

9* 
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Определение 1. Точку (4, е) назовем осуществимой, 
если ей соответствуют характеристические показатели с вещественными 
частями, равными нулю; в противном случае будем называть ее неосу- 
ществимой. 

Определение 2. Область плоскости (а, =), состоящую из осуще- 
отвимых точек, назовем осуществимой областью; область же, 
состоящую из неосуществимых точек; назовем неосуществимой. 

Возьмем какую-либо точку (а, 0), для которой а Е п. На основании 
предыдущих рассуждений эта точка осуществимая. Начнем движение из 
этой точки вдоль прямой, параллельной оси =. Согласно сказанному 
выше, найдется такой отрезок 6,6., все точки которого будут осуществи- 
мыми. Верхнюю грань всевозможных таких отрезков 65,6, обозначим 
через В'Ь.. Таким образом, непосредственно за 6, и 6, будут лежать 
неосуществимые точки. 

При движении точки а получим кривую (геометрическое место точек 
Ь' (а) и, (а)). Эти кривые отделяют осуществимую область от неосуще- 

ствимой. При а—п точки 6, и 6, 

"| стремятся к оси &. Таким обра- 
зом, общий вид областей неосу- 
ществимости будет таким, каким 
он показан на фиг. 1 (заштрихо- 
ванные области). Дадим г, опре- 
деленное значение и проведем 
через точку =, прямую, парал- 
лельную оси а. Эта прямая пере- 
сечет кривые 6:06., спс, в точ- 

ках, ис. 
7 › А Определение 3. Ши- 
риной п-ой области 
неосуществимости 
при = =е, назовем отрезок ас 


Фиг. 1 


(а также отрезки ап и пс). 
Предположим, что мы вычислили каким-либо способом коэффициенты 
а, а.,... Эти коэффициенты будут функциями а. Для определения 


ширины п-ой области неосуществимости при малом |®| подставляем зна - 
чение =, в ряд 


—1- В + Ве-{ В,=* 
и определяем Аа из уравнения 
— 1+ В, (®- Аа) В, (п- Аа) = В, (п-- да) = + 
Если <, очень мало; то ограничиваемся лишь первыми членами ряда. 
Таким образом, при очень малом ® ширина области неосуществимости 
определится приближенно из уравнения 
— 1-Е В, (ю- Аа) - В, (п Аа) =, == 0. 
Вычислим ширину п-ой области нсосуществимости. 
Полагая а + п, ищем решение уравнения (1,5) в виде 


д — е(@а-{ ео1-+...) 1 (+. —- =Ф, - .. .) 
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Сравнивая коэффициенты при степенях <, находим для нулевого ‚ первого 
и ыы приближений 


0:° $. + 2%аф, — 0, 

1: $, + Жаф, = — 25, (Гаф, Е Фо) — Ф. 603 р. 

Ф. РА 21аф, = — 28, (вафь + Фь) — 25, (ваф, | ф,) ==» 5, —ф, 03 4 
ИЕ О И 


При вычислении каждого прибл аения придется интегрировать ли- 
нейное неоднородное уравнение вида 
о аи =} (1), (1,6) 
где } (1) — периодическая функция периода х, зависящая от сс соответ- 
ствующим номером. 
Пусть 


з 


Бо 


Коль У’ Чем (2,6) 


К=-©® 


(штрих у суммы означает пропуск свободного члена). Общее решение 
уравнения (1,6) имеет вид 


: : 
‚ о=С, + С,е-ч9й 4 о-ва \ ет фк \ } (а) ди. (3.6) 
0 0 


Рассмотрим интеграл 1 (и) аи. В соответствии © (2,6) имеем 


> —->?а 


© -Боо -Боо 
. ео т ке М’ 1 
+ У пе аи = + р ео и. 
К=-© К=— со 
Далее, интеграл 
1 -Ноо в. 
га- А. ‚Ук ок 
\ и (1.1 р [2% ь ) ‘> 
о К= со к= 


если |, +0, будет содержать вековой член. 
Чтобы и не содержало векового члена, положим 
1 =0. (4,6) 
Это уравнение и даст возможность определить 5 с соответствующим 
номером. Е 
Положим 1, =0 и вычислим интеграл от оставшихся членов; очевидно 
он равен 


©) ие 


4 В о (кн) 
ео оу 2%. ПЕ [е 1. 


К=— со . К=-о 


Теперь формула (3,6) — иметь вид 


оса, г-н т Ут = ый: „е-й -|- 


Е=— со 


со 
т . И 
Ре У 2. ее — СОА (5,9) 


К=-со К=-с 
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Так как а п, то для того, чтобы решение (5,6) было периодическим 
с периодом т, надо в нем уничтожить члены вида е Я. Этого всегда 
можно достигнуть, выбрав соответствующим образом произвольную по- 
стоянную С,. именно положив 


аЭ- о. 
я БЫ +, т (6,6) 
Теперь формула (5,6) в вид м 
— 
о=с. +» У о 2х. Е ее (7,6) 
Не ограничивая бов оя аненен* 
м 
сы в. (8.6) 


Из этих рассуждений видно, что и всегда можно сделать периодиче- 
ским периода х, если удастся удовлетворить условию (4,6). Но условию 
(4,6) всегда можно удовлетворить за счет выбора с © наибольшим номером, 
входящего в |} (0. 

В самом деле. 

= С, С.е-и; 
чтобы сделать ф, периодической, полагаем С, =0, С, -==1, тогда 
2 =. 


Уравнение каждого приближения содержит в правой части член 


' маст (ао -? в). 
` Этот член равен --9„-:4 и входит слагаемым в \,. Следовательно, 5„ всегда 
можно выбрать так, чтобы у, =0. | 
Переходим теперь к вычислению приближений. Цля пулевого, пер- 
вого и второго приближений имеем 
0: ф,= 
По формуле (7,6) определяем х,, предварительно найдя с,; 


1 0 её е- #1 
я 6 =9, ХФ = ==. и 
ви 
Составляем правую часть уравнения для ф,, находим в, и затем по (7,6) ф,: 
$ ©! 41 сы: 
2: 3.=———, ф. = а. Е 
^^ 46а (&—а?) "428 (аа) (2 +а) 128 (1 а) (2—а) 
По найденным величинам 5,,5,,... вычислим коэффициенты %,, %..... 
разложения р(з). Из формулы (13,5) находим 
$ ри у №8 о х 
2) = е174 9 ое = - - =... 
р(е) +( ' № 5 ипла ой Пт пла " 8518 ка - 
= Га 
Подставляя сюда вместо коэффициентов В,, В.,... их выражения 
через &,,; %,, ... 
В, = 2%, с0$ па, В, = -- 2%, с0$ ха 
* Умножая решение е°\°)* (+=, +...) на ряд со сес,’ +... ‚, можно 


распоряжаться начальными условиями, выбирая су,С1,с», :.. надлежащим образом. 
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получим 


р (=) == = {11 (1 = ©. ка) ей. Е 
-- ета [, (1 со па) + (= о я) 1 | г“... (9,6) 


2 зтла 2 3113 ла 
Далее из (9,6) находим 


р А 1 Вы: г 
с (г) = — 10 р (=) = га ыы 105 {Аа 12 ка) ета г 
ета ея о = р $ С05? па 5 „2 
и [4 Роб т) 4 (ром ай ей 
Разлагая 10% в ряд, получим 


: 1 ее . 
с (=) = га--— (1 гс па) ета = | |= [2.и Ч соо ка) 


ВЕ (ие зщ ла аи ) а | етим — = = (5-1 05 ка)* ета :} = хх (10,6) 
Но с другой стороны, 
| в (=) = авео, =*--..., (11,6) 
где 
5—0 №5 а - 


?— 46а й --а?) ` 
Сравнивая коэффициенты при степенях з в разложениях (10,6) и (11,6), 
находим 
и ип да о 
о — аа: (12,6) 
Таким образом с точностью до величин 2-го порядка получаем следующее 
разложение: 


Неа еее а 1- Е за. (13:6) 
’)то разложение сходится при любом значении з. 

Ширина области неосуществимости Аа вблизи критического значения 
а- п. боответетвующая з,, приближенно определится из уравнения 


р (=} = с0$ жа — 


и 
+ __ 2605 (ил д) н» 
8 (и -- Да) [1 -(п + Аа)?] в1а (пт + Аа) 
Считая Аа малым по сравнению с п. приближенно получим 
Ва== Зи (2 о" (14.6) 

При =0 > 8п (и 1)Аа у характеристического показателя появится ве- 
щественная часть. 

Отсюда видно. что область неосуществимости, по крайней мере в пер- 
вом приближении; симмегрична относительно оси 4 и что с возрастанием в 
ширина областей неосуществимости убывает. 

При п»-=2, 3, 4 для соответствующих Аа получим 


р) р её 
Аа: Ааа (15,6) 
ий 
Пользуясь тем ще методом, исследуем области неосуществимости, 
ледзащие вблизи критических частот, для либрационной точки [... 
Установим связь между разложениями коэффициентов В, (з), В, (е) 
характеристического уравнения 


28, (г) 9 +28, (в) "28, (=) 1=0 (1,7) 
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и разложениями характеристических показателей. Корни возвратного 
уравнения (1,7) выражаются формулами: 


дви А-а ЬИ 22—28, ВИ В 298, | 
2, = --В,—И В: +2—2В, ту 2В,--2В,И В+ 2—2В, —| (2.7 
К 
р-р, Ва ВВ Е 
2. Ве ИВ аВ ПИ ВВИЕ 
В предыдущей работе [(1), $ 4] мы получили следующие соотношения: 
В, (0) = -- (соз ®,Т -- соз ®,Т), 
В, (0) =1-{ соз (в, { ®,) Т - соз (®, —®,) Т, 
В+ (0) +2—28В,(0) = (с0$ ®, ТГ — соз ®,Т). 
На основании теоремы Ляпунова’ () коэффициенты В, (3), В, (=) 
являются целыми трансцендентными функциями з. Положим 
В, (=) = а, ава, ... 
В. (Е) =Ь. = 6, = | 


Найдем первые члены разложений по степеням < следующих величин: 


) 


(3,7) 


(4,7) 


ИЕ ®-+2—28,@) =-Иа+2—% ан 
аи 
+[ 22—25) ЕР 1 га : т 


28: ()—2—28,(®)—28, (У ВО 2-2В, ©) = 
= 244—228, ау) + 


ыы {дана, — 25, Ив 2—6, [ а, о | ++ 


г 2—9 
2 24а) —25, —2] а 2—6, а, И 
ра # а | аа, — 25, (аа. 61)" В 
22—25) 29—98) Де ох (6.7) 


28! (г) —2—2В, (®) + 28, (+)у В!) +2—2В, (=) = 


= (24—2—2,-+2ау у рае орь За 


[дали ЗЕЕ, = 
+ {2441 -20,а,) — +29, [ а.+ ко у 
‚ааа: 25, — (а) = 
4. ( 2(+2— 55.) ИЯ ель (7,7) 


Далее, из (3,7) и (4,7) получаем 
| аа 2— ЭВ, = 08%, Г — с0з ®,Г, 
28 —2—2, —2а, Ив = — Ат? в, Т, 
2 —2— 26 +2. Ива 2—2, — — 4 п ®,Т, 
ти &-+ 3+ 24 2—2, аут, = 2емт, | 
у— } ” 
2. Ува 2 2—2 2 ура — ат. | 
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Пользуясь приведенными в этом разделе формулами, легко ‘находим 


: 24, со ®.Г-+6, 
—- 11 Г И 1 и 
р, (=) =е [1 о ты ` 
р» (=) = е®Т [1+ 2а, 08 ® Г -- 6, (8,7) 
9 ре «7 (0$ о. — с08 ®,Г) ‚ ЕРТЗЬЕ, ] р 
По формуле с = 1о2р находим, разлагая 1050 в ряд по степеням е, 
ее 2а, 05 «ТЫ, у 
о ео чо | 
в, (е) = вю, + 2а, с08 ®.Г-+Ь, о | (И 
ь 2 21311 ®,Т (С05®. 7 —с08.Т) ` ааа 
С другой стороны, * 
(0 1 йе 
ее ее. | 40,1) 
ое еврей 


Сравнивая разложения (9,7) и (10,7), находим выражения для коэффи- 
циентов а,, 6, ит. д. ** 
а, = (в Ч пе, Т — <) по, М 
В, = 21 (— вто Т созо,Т + <%) созе,Тзшо,Т. —_ 
Радиус сходимости рядов (9,7) неизвестен. Поэтому для вычисления 
ширины области неосуществимости надо пользоваться формулами 


25, (е) = — В, (®) НИ В: (®) 22—28, (2), | 27 
2, () = — В, (г) —У/ В: (&)+2— 28, (®). 


Уравнения для определения ширины области неосуществимости будут 


В, (г) + 2— 2В, (=) =0, (13,,7) 
[< (=) | =1, (13,,7) 
На (8) |= 1. (13:0) 


Из формул (3,7), (5,7) и (11,7) находим 
В: (®) + 2—2В, (=) = (соз®, Т — соз®,Г) 


2 


1 (608 ®,Т — с08 ®.Г) + 25 [91 зто, Г зто, Т] е-- т 
%, (=) = с08 о ьх ФТ 0) т м1) ..:., | 
(ее) 
а, (е) = 608 ®,Т + 5 (30 > по Г -+ 302 те, Г) е- ыы | 


Определим обрасти: неосуществимости; лежащие вблизи критических 
частот, определяемых уравнением 
В® (0) + 2— 28, (0) =0. 
Исследуем случай, соответствующий тому, что мы имеем в солнечной 
системе. Сатурн является внешней планетой по отношению к Юпитеру, 
а это значит; что среднее суточное движение Сатурна п, меньше среднего 


суточного движения Юпитера п, 
п < п. 


* Вычисление с;* дано ниже: 
** Формулы (14,7) применимы не только для данной задачи, ко для всякой 


а 
системы 4-го порядка вида тех [49 - еА(1)] при условии, что соответствующее 


ей при ==0 характеристическое уравневие возвратное и обладает двумя различ- 
ными парами чисто мнимых сопряженных корней. 
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Будем считать п фиксированным, а п, будем рассматривать как перемен- 
ный параметр. 


В предыдущей работе [('), $ 4] было выведено уравнение. определяю- 
щее критические частоты, 


ий 1 и И и ани т Я ` 
ия И "и" -], КА, 2... (46,7) 


Будем давать А лишь положительные значения. Тогда, чтобы п, было 
меньше 7, надо в уравнении (16,7) взять верхний знак №, т. о., с0- 
гласно введенным в предыдущей работе обозначениям, 


м = Ф, (0), ВЕ 2 (17,7) 
Обозначим через 7® критическую частоту, определяемую уравнением 
(17,7) и соответствующую значению А. Положим 
п = ®-- 5) 
и определим ширину области неосуществимости 5®, лежащую вблизи 
критической частоты п(®. По формулам (24) предыдущей работы |(*), $ 4] 


9 В и ) 
@.Т 5 п 1 У! ыы | 
п (9 + 5(®)} 2 
той 2пп а+ У @—у | 
Я 


или. разлагая по степеням 8) (считая его весьма малым), 


о ааа 
«7 = 5-Е Е "5 о ..., | 
в 
п. 
ео к ее | (18,7) 
ФыЕ — я ( (к) 2 Е | ь 
п” #—- =” } 


где 


©} = д Ми. (18,7) 


Считая 8) весьма малым, полагаем приближенно 


. . 97 с05 2} 8 
о о . 8), 


—пю 
"( о 
п 


20 зп 90 
сов; Г — 608 9} — ах 
п (1— "”) 

А 
Ширина области неосуществимости получится приближенно, если мы 
приравняем правую часть (14,7) нулю (г полагаем весьма малым): 
с05 ®,Т — с0з®,Т - 21 [5@) яп, Т Е 09) по,Г] = == 0. (20,7) 
Подставляя в (20,7) вместо з1т, с08 ‘их приближенные выражения 
из (19,7) и решая полученное уравнение относительно 5®), найдем 


п(К) 
—94еп | 4——° (541) 31 99-1 (1) 51 99) 
м 90 51п 0 — 90 51п ее 5 (5(1) $20 с05 90 -|- (4) 90 90) ^ (21,7) 
И. 1 2 2 1 1 1 и. 2 ыы 2) 


(1=1,2) © (19,7) 
509. 
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к) 
п 


Заменяя 4 —- „- при помощи формулы (17,7) и выражая 9% через м: 
96-90 — 2х, 
получим 
51) - пФ, (У) (6) — вр! ) зп 9 у 
°— я:зт 99 88 603 93 [кто + коб (бо —)]] ° (22,7) 


Аналогичным образом легко определить области неосуществимости, 
лежащие вблизи критических частот, определяемых уравнением 
|, (0)|=1 при В3(0)+2—28, (0) > 0 
(иначе будет предыдущий случай). Эти критические частоты определяются 
формулами [(*), $ 4] 
п(К) В а—Уа-> 


тра ПАБ” (23,7) 
т ину 


Полагая п, = п®) -- 8®) и воспользовавшись уравнениями (13,7) и (23,7), 
(23,,7) (или соответственно (13,7) ит. д.), получим искомые соотношения. 
Так как в дальнейшем нам не придется пользоваться этими соотноше- 
ниями, то мы их здесь не приводим. 


$8 
Остается вычислить величины о) и 0). Для этого воспользуемся 
методом, изложенным в $4. Мы ограничимся лишь вторым приближением. 
Ищем риоань системы (23) [('), $ 3] в виде 
: (1) 20(2)-|...)1 
2, = (А,-Е #8, (В) Ея, (Е. еее, 
‚= (В, +89, (4), (д... ее. 
: . ы са 

Подетавив в уравнения (23) [(*), $ 3] соответствующие значения для 
и и 3, из (1,8) и сравнив коэффициенты при степениях =, получим 

для нулевого, первого и второго приближений 
(9, А, + (@,, +2) В, =0, 1 


(1,8) 


АБ: в 


. о ‚8! 
. (0, — 24, А, + (+ 9,.) В, =0, в 
откуда 

А == (9: | 9,,) («2 --9,,) — (9,, — 2ю,) (8 „з.-= 20%,) = 0; 
и, =А уе: НЫ, 29, 


$, + 25,5, — 20$, — (8,, — 204, ) $, — (91 9,,) 3, = 


$. + 2,5, — 208, — (9249, ,) 8, — (©, 20) а 
= А, А,, (#)+ В, А,, (1) + 25) ( —пА, —в,В,); ) 


8.2.8, — 208, — (9,8, — (9,20) 6, = 
БР 25138, ть 216,613, Е А, (1) 3, =. А,, (#) 3, + 
2. + 259$, — [(3)*-- 240,50] А, + 215 В,, (2..8) 
9, + 22,8, -- 209, — (9,, — 2п5,) 0, — (1 9,.)9, = | 
= — 26()$, — 250,003, -- А,,(1)8, + 
4: А,, (#)8, — 2429, — [(°Ф)-- 20,50] В, — 2п 2 А.. 
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Обозначим свободные члены системы (2,,8) через }, (1, № (1), а свобод- 
ные члены системы (2,;8) через Р, ($), ЕР, (#). Пользуясь символическим. 
методом, можнс системы (2,,8) и (2,,8) записать так: 

а 
[2пр + (2, —9,,)] 3, + [2*- 2ю,Б — (9+ 9,,)] 8, = 7, (1); ы 
[2+ 2.) — (© 9, ,)] 6, — [2+ (21, 9,,)] 6, =Е, (2), | (3..8) 
2пр 5 (21%, 2 9,.)] 9, В [2 + 24,0 5 («1 -Н 9,.)] 0, = В: (2). м 
ларактеристическое уравнение для систем (3,,8) и (3,, 8) будет одно 
и 10 же: 
| р 2,9 — (5 -8,) — 2 — (2, 9,,) | 
210 - (2, —9,,) 0*- 2,2 — (2 9.,) 
Согласно $ 4 корни уравнения (4,8) соответственно равны 
'В,=0, О, =1(®,—®,), О, = — 2, р. = — Ко, | о,). (5,8) 
Таким образом, общее решение однородной системы, соответствующей 
системам (3,;8) и (3,.8), имеет вид: 
9, =(С,-+ Се 2-1! + С,е-Чеы - Сле- Кез, \ 
8, = С1-- Себез-ев | Суе-Яеи | Сде-Когояу , | 
где С, С,, С., С, — произвольные постоянные, а постоянные (1, С*, Сз, С 
связаны с ними определенными соотношениями. 

Из формулы (6,8) видно; что однородная система, соответствующая 

системам (3,,8) и (3,,8), имеет единственное* решение 
= С:=А == В,, (7,8) 


удовлетворяющее граничным условиям периодичности 


ф, (0) =, (Т), ф. (0) =, (Т), 
$, (0) =чу,(Т), 4,(0) =, (Т). 
Для того чтобы неоднородная система (3,,8) имела решение, удовлетво- 
ряющее таким же условиям периодичности; необходимо и достаточно, 
чтобы ее свободные члены удовлетворяли соответствующим условиям 
ортогональности. Эти условия проще всего вывести следующим образом. 
Составим из системы (2,,8) новую систему. Для этого умножим первое 
уравнение (2,,8) на ®*-- 8,, и второе уравнение (2,,8) на — (®,, + 2ю,) 
и сложим, затем первое уравнение (2,,8) умножим на — (8,, — 2ю,); а 
второе уравнение (2,,8) на (%-+9,,) и сложим. Тогда получим систему 


(«1+ 9,,) [9, + 2,3, — 29, — }, (#)] — ) 
— (9,, +2», ) [8,4 20,9, -- 2и8, — у, (#] =0, | 

| 

у 


^(р) = —0: "(4 8) 


(6,8) 


(8,8) 


й (9,8) 
(2, бы 2, ) [9, + 215,9, РЫ 2п4, т И (#)] НЕ 


+ (61 9,,) [8, + 225,5, + 25, — 7, (1)] =0. 


Рассматривая (9,8) как алгебраическую систему относительно выражений, 


) ы п 
* При условии, что = не равно критической частоте, что мы здесь и предпо- 


лагаем. 
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стоящих в квадратных скобках, и замечая, что определитель системы 
А =0, заключаем, чго она имеет отличное от нуля решение 
: х гы : 
(®. ЕЁ Э,,) [9, ый 2153, НЕ 218, = Г. (2)] = 


= (9,, — 20%, [5, + 225,5, —2п9.—} (1), 
в котором квадратной скобке, стоящей в правой части равенства, можно 
придавать произвольные значения. Так как функции 8, (1), $, (#) должны 


(10,8) 


2 
быть В с периодом а ‚ То имеют место равенства 
— По 


г. т у 
оао 8-6 Ч =, 
. : 


| 
и. м: о 


(11,8) 


Интегрируя (10,8) в пределах от 0 до Т, А им согласно (14,8) 
т 


1+9, \ = (©, — 2) | 1. 0а (12,8) 
0 
Подставляя в (12,8) вместо }, (1) и [,(1) их значения и вводя обозначения 
т т и 
аи -=Р, \4,(04=0, 4.5, (13,8) 
0 0 0 
находим 
(2, — 2) [А,Р-- В, 0+ 20Т) ( — ю, А, + пВ,)] = 
= (“+ 9,,) [4,0 - В,5 — 25®Т (пА, -- №, В,)]. (14,8) 
Подставим в (14,8) вместо В, его выражение через А, 
В — — @а— 27) А, 
: © 9 3 


затем в полученном выражении заменим произведение 


(«-9,,) (&-9,,) через (©,, | 24») (9,,— 2щь,). 
После упрощений получим для с) следующее выражение: 


й 2 Р (о? 9) + $ (°+9,)—209,, В 
1 А ЕО РА 5. 
КОИ = = Зло Т (6 Ре ро ви.) ' (15,8) 
откуда 
209„—Р (2 9,,)— 5 (1 +9) - 
О ыы 0. у не т 1 22 + 11 (16,8) 


25.1 (91-9, 9-9, — п) 
Переходим теперь к определению 5(“). Совершая те же преобразо- 
вания над системой (2,,8), получаем условие ортогональности, аналогич- 
ное (12,8): 
и 


(«+9 ›\. (1) &=(@,,— 2») \ Е, (1) 4. (17,8) 
0 
а в (17,8) вместо К, и Ё, их значения и вводя обозначения 
т т ) 
4 =а, 3,4 =В, ее 
б 6 { 
т р т т Г (18,8) 


\ А, 4 =Р,, р А.В, ФР, \ 4,8, 4 = 0, (4.9.41 =0,, 


С] и. #0 ие а р 
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после ряда преобразований находим 
< (Яо 21) (Рё Е О, +2 8 2ий ара) 
: 4%, ГА, [Ап — (52 9, + о? -9,,)| 
(5 +9.) (Р: те ©, + 2х 28 ИВ) — а,Т (о 9, оз + 9.) 
2%, Г.А, [41 — (1 + 9 + 91 + 9,)] 

Входящие в формулу (19,8) коэффициенты Р,, Р., О,, О., ®, В зависят 
от $, и $.. Поэтому при определении 06°” нельзя избежать вычисления 
3, и 9.. что довольно громоздко. | 

При вычислении ширины области неосуществимости мы ограничимся 
лишь первым приближением *, так как в случае солнечной системы 
значение параметра = -— массы Сатурна — чрезвычайно мало, именно 


= 0.00028571. 


(1) 
Ввиду симметрии всех формул, нетрудно получить значение для э»’, 
’ заменив в формуле (15,8) ®, на ®,, т. е. 


б 


(19,8) 


огр Вы (о Вы) Обл (20,8) 
ь Эро (9, ро Я, п!) 
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Для вычиеления ширины областей неосуществимости в конкретном 
случае солнечной системы надо вычислить интегралы 


Р=\ 4,, (1) 4, 05 а, 41, 5=\ 4. (1) 41. (1,9) 
‚ 5.0 б | 
После того как они будут вычислены, надо вычислить с.” и с.’ по фор- 
мулам (15,8); (20,8), затем 9, 9 по формулам (18’,7); и; наконец, 
8) по формулам (22,7) или (21,7). 
Все интегралы (1,9) могут быть она через коэффициенты 
Лапласа 


у.я 
1/9 — 2 \ с0$5 т 4< (2.9) 
Ков $ [+21 — 2а с0з <] 

где к— 0, 1,2,... и п нечетное число. Между самими коэффициентами 
Лапласа существуют следующие соотношения [(°), В&. 1, $. 324—332]: 

(+4) __ (К) (4 2й) (в) 2 (за р (а) ] 
г за-ие  М — З()а па е МЕН (3.9) 

«2+0 _2 (К 3) а т (3) (Кб) (а) ® ме 
Ск От Г.’ — (а Ги. | 


При помощи формул (3,9) можно найти выражения для 1 (‹ любыми. 


значениями Ки 5—=*/ и ) исходя из значений для [4'/) и [4/». Коэф- 
фициенты 1[4/) и ин выражаются через эллиптические интегралы 
следующим образом: 


4 4 
1 , 
Е (а), = [Е (а) ФЕ (0), (4,9) 
ы Автором вычислено и второе приближение. Соответствующие формулы для 8, 
и $, могут быть легко выведены, хотя и имеют громоздкий вид. Чтобы не увеличи- 
вать объеуа работы. они не приводятся здесь. 
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где 


|а 


= Е ие ЗН т 4. (5.9) 


Для этих функций К(»), Е (9), как известно, существуют готовые 
таблицы (°). 
Выразим теперь Р, О, 5 через коэффициенты Лапласа. Автором [('). $ 3] 
были получены следующие формулы: 
че Га > (6,9) 


Е я О. а 29 


Ва ор 
где 

== И. [а- — Воов (и, - п) 1 ЧФ, -- [6 — Ват (п, п) И. (7-9 
Из о и (7,9) определяем 


3 [а— В соз ((т--п)Ё+ в)" И 
А, (К) = (топ) 0] ыь ) 
03 рз | 
А, (#)= 3 [а- — В с0$ ((п з ыы [2 В зп (тм) Е) у (8.9) 
з 
З[Ь - Вэй ((по и 
НЕ: о ] 
УЗ #3 
Вместо 4 и 6 введем новые величины [и \,, связанные с ними соотно- 
шениями 
@ 1 608 }., 
081, | м 
= 1 эш 1.; | 
тогда 


нс )- 2 008 (2 —Ф-% ), 


где п— п, заменено на се 5 
Для упрощения все дальнейшие вычисления будем вести для случая 


— То: 


Рассмотрим интеграл 


2 
полагая т =т, получим 
о 


08 Ат 45 


о ее 


еее 


Я с0$ Аз 45 (5) в) 09. 
ЗЕ \ ( ав оба р т ( Вы и 
Г | К ) Е з 
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Вследствие нечетности подинтегральной функции интеграл 
о 


: Е а И м 
[+ (=) ни. с0$ ты я 


Подставляя т в (1,9) и пользуясь соотношениями (9,9), (10,9} 
и (11,9), после преобразований получаем 


3 (2а?-- В) ба с0$ 1 "о 5 1 

ре к Пе Де, - 9 — ЦУ | 

Е Е [о — 31 о 2, Ал ть 2 1495}, ` (12.9} 
3 (25° В*) 66 5ш 1 3 60$ 215 

=7 = Е ен) РН уда) ово ды) р мы 


Численные расчеты областей неосуществимости для солнечной системы 
и сравнение их с наблюдениями мы дадим в $ 12. 


$ю 
В случае круговых орбит. астероидов нас интересует их осуществи- 
мость ‘в отношении радиуса орбиты. 
В задаче о круговых орбитах характеристическое уравнение также 
будет возвратным уравнением четвертой степени [('), $ 2]. 


Разложения коэффициентов характеристического уравнения имеют 
следующий вид: 


В, (в) = — (1-Е с0оз Г) дв -фаю- ... = р арк, | 
о } (1.10) 
В, (в)= (1-08 Г) Бью... = Уф. | 
К=0 
Далее, 
2. —2—2%6,— 2, /&-+2—25,=0, (2.10) 


248—2—2,--2а. УИ а-+ 2—2, = —&зшеиТ. 

Пользуясь формулами (2,7) и (2,10), составляем первые члены разло- 
жения корня р, (в): 

2а, созпГ- 6, 


И Е 
р» (в) = е" Ее чи тТ (1 — 0; 7) в а .] (3.10) 
По формуле = 105 р находим 
= 2а, со ПТ-+Ь, ты 
о, (в = 5 т п (а — 608 п?) “ ре (4,10) 


Из (2,10) видно, что 
28 —2— 26, — 2. у 2—9, =0, 
поэтому в силу (2,7\ разложение корня р, (в) будет иметь вид: 


2 ь, = Е 
гу Е а 


— с08 аа: 2 (4— с0з пТ) 
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откуда 


Е — За, +6 
И ие Из аЕив+... 640 
Сравнивая разложения (4,10) и (6,10) с разложениями 


(М =У вор ..., | 
9. (в =т-ья®- ..., 


получаем значения для а, и 6,, выраженные через с@/*) и 5%: 


а : 6 
а. = —5 [Т* (4'/3))* -- № ап ПТ - в, ], ] 
1 2 [7 ) | ти (7,10) 
1 =Т (50/2) соз и ТГ - 22 ва ИТ - в. } 


Переходим теперь к вычислению ширины областей неосуществимости. 
В случае солнечной системы среднее суточное движение Юпитера известно, 
именно п, = 299"; следовательно, п, фиксировано. Среднее суточное дви- 
жение астероида п будем считать переменным параметром. Так как 
Юпитер по отношению к астероидам будет внешней планетой, то п, «п, 
поэтому в формулах (7) [(*), $ 6] числу К следует придавать лишь поло- 
жительные значения. 

Критические частоты определяются двумя сериями значений 


МИ п, _ 2А—@ 
а) 


| 

>> 

| 
> 

| 
=> 
г 
> 


(8,10) 


Так как нас интересует осуществимость радиуса орбиты астероида, а вариа- 
ция радиуса орбиты определяется величиной и, то, в силу (16) [(‘), $ 5] 
надо определить, при каких значениях № появляется впервые веществен- 
ная часть у характеристического показателя 11. Этому характеристиче- 
скому показателю соответствует корень р,(»), определяемый формулой 


р, (в) = а, (в)-НИ а* (в) — 1, (9,10) 
где $ Е 
2а, (в) = — В, (в)—У В} (р) +2— 28, (в). (10,40) 
Ширина областей неосуществимости определяется уравнениями 
Ва (в) -+2— 28, (в) =0 (11,40) 
и 
1 (в) |=, (12,40) 


Определим области неосуществимости, соответствующие уравнению 
(11,10), иными словами, соответствующие частотам вида 


К—4 
сиди 
Составляем приближенно уравнение (11,10) 
В? (в)-+ 2—2 В, (в) =а-2— 26, (24.9, — 26,) р... == 
== (1 — соз и Г) — 2 [(4 | созиГ) а, +6]... =0. (13,10) 


3 Известия АН, серия математическая, № 2 
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Подставляя вместо а, и 6; их выражения через 50/2 и с) из (7,10), 
получим 

1 — сози 7 + в [Т* (61/2): — 1 яп Г - 600] —- 0. (14.10) 
Обозначим теперь через п®) критическую частоту, определяемую пер- 
вым уравнепием (8,40) и соответствующую значению А, и положим 


п = п® —- (К). 


Для определения ширины области неосуществимости 5 имеем 


2 2 5% И 
ыы в, в О 
ПТ = «к — О в (16.40) 
о 
яп ИГ == С 1) 505 ны ыы 
0 
; (17.10) 
1 — сов Т = Г и: (5%) -- ый 
т ) 
Подставляя (15,10), (16,10), (17,10) в уравневие (14,10) и решая получен- 
ное уравнение относительно. 5(®, находим 
а т 2 (А— 1) (51 ЧИ 
509 —= — р у 2—4, р [#°-— т 
28 (с /2))* 


О ^ 
Полагая п = 


$ (18.10) 
) 
= п) -- 809 и рассуждая аналогично, легко получить при- 
ближенные формулы для определения ширины 5) области неосуществи- 
мости, соответствующие уравнению (12,10), т. е. частотам вида 

О | 


п ЗЕЕ? 


$ 


Для вычисления величин с(/?) и о) ищем решение | (!) 
(15)] системы 


1), $5, формула 


21$ — (30° + А) и—в А, = 0, 
- ы в е (4.14) 
Ф- 21/3 — рп^3А, и — рп*3Аф=0, | 


соответствующее первому характеристическому показателю в виде 


= 


$ 


(+и 59. ьб, | .. )е (0--Уо@/)-ыо@)-,...)! 
= --Уь 9, Рыб, | ...)е (М (ие. 


и решение, 
в виде 


нак КО 
ее 
соответствующее второму характеристическому показателю 


= а- но, Вы, +...) Ня 
фе 


&. у —_ ] 
; 


г ‚ (3:11) 
Отв -рьи, ве, .. уе иные +...) 


АО 
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Рассуждая так же, как в $ 8, легко убедиться, что в решениях урав- 
нений каждого приближения можно выбрать произвольные постоянные 
интегрирования и соответствующие величины с так, чтобы функции 
каждого приближения %,, 9,, 9,,0,.... ии, о. #, %.,... оказались 
периодическими. 

Не проделывая здесь всех промежуточных вычислений, приводим 
окончательные формулы: 


Т 
З 
(901): = — о пм \ А., (да. (4.11) 
9 


ен 


Ува 


а 
а [= А, (да 4 \ 


) 


4, (1) |. (5,14) 


Интегралы 


=: ы 
ое \ Е о ) А, (а 


0 


так же, как ив $9, могут быть выражены через коэффициенты Лапласа: 
А 
а 


— 189+ (з В? 5) 159 —б ВУЗ цю} 


р (3/2) 4 3 рав» — 3 Ава ый 
пр-ва — Ви}. 


ое 
"#9 


$12 


В предыдущей работе (1) было указано, что области неустойчивости 
вблизи круговых орбит были найдены в 1915 г. Цейпелем. Метод Цейпелн 
во много раз сложнее метода, примененного автором. Так как Цейпель 
не пользовался понятием осуществимости движения, то за исходную ор- 
биту он не мог брать круговую. Сначала, пользуясь методом Пуанкаре, 
разыскивалось приближенно возмущенное Юпитером периодическое дви- 
жение, близкое к круговому. Малым параметром, по степеням которого 
строились разложения, служила масса Юпитера в. Затем исследовалась 
устойчивость по Ляпунову найденного возмущенного периодического дви- 
жения. Те значения п вблизи п(®, при которых появлялись вещественные 
части у характеристических показателей, позволяли определить ширину 
областей неустойчивости. 

Весьма простой по идее и теоретически совершенно верный метод 
Цейпеля в одном пункте вызывает сомнение. На основании теоремы 
Пуанкаре можно утверждать, что радиус сходимости рядов Пуанкаре, 
расположенных по параметру м и определяющих периодическое движе- 
ние, отличен от нуля. Однако этот радиус сходимости заранее не известен. 
Никакой оценки радиуса сходимости снизу Цейпель в своей работе не 
дает *. Поэтому неизвестно, можно ли пользоваться рядами Пуанкаре 


* Подобная оценка была бы очень грубой и с практической точки зрения вряд 
ли дала бы хороший результат. 


З* 


96 | Н. ^. АРТЕМЬЕВ 


1 
при значении р. = дут - И действительно, вычисленные в первом прибли- 


жении Цейпелем полосы неустойчивости вместе с номером К не убывают, 
а растут. Отсюда, конечно, не вытекает, что результат неверен, однако 
он вызывает большие сомнения. 

Ряды, которыми автор пользуется для вычисления ширины областей 
неосуществимости, сходятся при всех в. При стремлении р. к нулю ширина 
области неосуществимости около каждой критической частоты также стре- 


1 
мится к нулю. Так как спектр критических частот имеет точку сгущения -, 


то, вообще говоря, ширина областей неосуществимости должна стремиться 
к нулю вместе с номером А, что и видно из приближенной формулы (18,10) * 
Работа Клёзе, опубликованная в 1923 г., содержит обработку экспе- 


риментального материала. В нее вошли все малые планеты, известные 


к тому времени. Однако с тех пор было открыто около 600 новых асте- 
роидов; кроме того, за это время произошли некоторые изменения в оску- 
лирующих элементах, наконец, элементы многих астероидов были значи- 
тельно улучшены. Поэтому мне ‚показалось интересным заново обрабо- 
тать весь имеющийся к данному моменту экспериментальный материал. 
С этой целью орбиты всех известных к настоящему времени астероидов 
были распределены по среднему суточному движению, и было подсчитано 
число астероидов, приходящихся на каждый интервал шириной в 5" и 10”. 
Построенная. таким примитивным путем ** экспериментальная кривая рас- 
пределения астероидов изображена на фиг. 2 через интервал в 10”. На 
оси п изображены также критические частоты 2:1; 3:1, 3:2, 5:3... 


Ширина областей неосуществимости, вычисленная для в = весь- 


ей 
1047 
ма маленькая; например; около критической частоты 2:41 область 
неосуществимости простирается от 595".4 до 598”.7 (критическая частота 
равна 598.1"). Следует отметить, что общий вид кривой автора не очень 
сильно отличается от кривой, полученной Клёзе. Во введении к своей 
работе Клёзе писал: 


«Цейпель таким путем получил следующие данные для люков: 


п/о а м веиС 3:4 5:3 5 97 
щирипа люка Ап 
но Щейцелю 27.0 3*.0 47.0 57.1 


действит. люки по 
таблицам К1еше Р1а- 


пефеп, 1920г... .. 47” 38” (52”) (96”) 


Как видно из этих данных, люки принципиально получены Цейпелем, 
но значения их слишком малы по сравнению с действительностью». Откры- 
тые с тех пор новые астероиды сильно сузили пустоты в кольце астерои- 


* Следует все же здесь сделать оговорку, что эти соображения не являются 
вполне строгими, однако они легко могут быть обоснованы строго. 
** Теоретический сектор Астрономического института Академии Наук по хоей 
просьбе согласился подвергнуть более тщательной статистической обработке весь 
существующий материал 0б астероидах. Астрономический институт располагает 


возможностью обработать изеющийся хатериал на сортировочных перфорационных 
машинах. 
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дов. Как показывает кривая фиг. 2, порядок ширины люков теперь со- 
впадает с теоретическим *. Более того, есть одна планета № 1362, 1935 ОС, 
го средним суточным движением 596”.1, находящаяся совсем близко 
к криточеской частоте 2:1. и несколько планет вблизи критической 
частоты 3:2. 

Это противоречие © теорией можно отнести за счет эксцентриситета 
и нанлона орбит этих планет, В самом деле, весе теорел ические критиче- 


Фиг. 2 


ские частоты и люки соответствуют круговым орбитам. Основываясь на 
непрерывной зависимости решения от параметров, можно утверждать, 
что при малом эксцентриситете и малом наклоне критические частоты 
и люки должны быть близки к соответствующим критическим частотам 
и люкам круговых орбит**. Следовательно, правильнее было бы сравни- 
вать теоретические данные © данными наблюдений лишь для тех асте- 
роидов. эксцентриситеты и наклоны которых весьма малы. Почти все 
* 


* Следует впрочем отметить, что если люки в действительности и были бы 
ши ре, чем области неосуществимости. то это нисколько не иротиворечило бы теории. 
То. что астероидов нет там, где они могли бы быть. не противоречит теории и мо- 
жет быть объяснено их возникновением. (То, что астероидов нет между орбитой 
Земли и Венеры. не противоречит теории, хотя теория и не запрещает им быть 
там.) Важно лишь одно: астероидов не должно быть там, где теория запрещает 
Им ОЫТЬ. ; 

** Не исключена возможность, что при эксцентриситете е О и наклоне $ 0 
имеются еще другие критические частоты и люки, которые пропадают при е =0, 
1=0. Именно за счет подобных люков Клёзе объяснял наличие остальных хини- 
мумов в распределении астероидов. С уатематической точки зрения пычисления 
К лёзе пока не обоснованы. 


98 Н. А. АРТЕМЬЕВ 

только что перечисленные астероиды обладают сравнительно большими 
эксцентриситетами и наклонами *. Весьма вероятно, что у этих астероч- 
дов поправка к критической частоте за экецентриситет достигаег такого 
порядка, что эти астероиды окажутся лежащими вне люка. 

В общем, если учесть, что самих объектов статистической обработки 
сравнительно мало, всего около 1500, те следуст признать весьма хорошее 
совпадение теории с наблюдениями. 

Следует особо остановиться на группе астероидов. известных под име- 
нем Троянцев. Средние суточные движения этих планет восьма близки 
к среднему суточному движению Юпитера, т. ©. к критической частоте 
1:1. Осуществимость больших полуосей орбит этих астероидов объяе- 
няется специальным значением начальной фазы. Троянцы образуют две 
группы; одна из групи лежит вблизи либрационной точки /.,. а другая 
вблизи либрационной точки [... 

Точки же /[. и /‚, являются осуществамыме по’отношению к возмущс- 
ниям Юпитера. Приведенное автором в $ 10 исследование осуществимости 
точки [, (и С,) по отношению к возмущениям Сатурна и соответетвующие 
вычисления показывают, что пря существующем соотношении между 
средним суточным движением Сатурна `(120”) и точки [,, {299”) масса 
Сатурна несколько мала для возникновения параметрического резонанса. 

Исследование неосуществимости эллиптических орбит представляет 
чрезвычайно трудную задачу. Соответствующая линейная система уже 
не будет системой © периодическими коэффициентами; ее коэффициенты 
будут квазипериодическими функциями времени (. Следовательно. уже 
нельзя говорить о характеристических показателях — надо изучать харак- 
теристичные числа. Никаких эффективных методов для этого до сих пор 
не существует. 

В заключение замечу, что я предполагаю в дальнейшем произвести 
более подробное сравнение теории © экспериментом. Поэтому выводы этого 
раздела следует рассматривать как предварительные. 


Научно-исслед. институт Поступило 
математики и механики Лепинур. 24. У. 1941 
гос университета 


* Планета № 1362 обладает эксцентриситетом $ - 19°.8 и наклоном &-= 94°. 4, 
Ближе всего к критической частоте 3:2 лежит нланета }атузза № 1162: для нее 


п — 415”. об = 
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М. АВТЕМГЕЕЕ. ОМЕ МЁТНОРЕ РООВ ОЁТЕВМ!МЕВ 12$ ЕХРОЗАКТЕ 
САВАСТЁВТ5ТТО0ЕЗ ЕТ $0№ АРР1ЛСАТОХ А ОЕОХ РВОВЕЁМЕ$ ОЕ ЕА 
МЕСАМТООЕ СЕГЕЗТЕ 


ВИЗОМЕ 


Сер агие езё 1е рго!опхетеп! 4’ил агибе ргёсёЧет*. Бавз се дершег 


ро Г п .. 
0003 ауопз Цтопуё 1е5 гаррог{$ сгИлаиез 4ез {г6даепсе$ — аи уо11пае 


ЧезааеПез ]1е шочуетепф соггезроп4дал{ поп регбаеЬё рей &те пгёаПзаЫе 
(роз 4е Пгайоп Г, её Г, оц Ыеп огЬЦе сте а1ее); поз ауопз 1топуё сев 
гаррог{з еп 61а Ч1апф ондео 1е5 бачайотз Плеатез 4е 1а ргепиёге аррго- 
хипайоп. №13 ауо0з топигё дие |а роз: 16 ой ыеп Гпароз ие де 
гбайзог 1е точуетет+ поп регфатЬ6 аерепа 4е се дце 1е3 ехрозап(з сагас(е- 
г13 И диез 4’ип сегба1т зуз\ёте Чедиайотз Ч1И6гепмеИез Пибалгез оп Чез 
рагНез гёееИез паПез ой Шей поп паПез. И гез{а{ А са]сщег 1ез ехрозап( 
сагась6г13 И иез Це сегфа1л$ зуз1етез Ипбатгез Чоп Тез соеМсетиз 4ёреп- 
Чет 4’ип рагатёге =. 

Ралз се агы@е ]е ргорозе ипе аёо4йе зётёга!е рог са]еег 1е5 ехро- 
запз сагас(ёз М иез @’ип зузфете 4’6диайотз Ипёбазтез Чоп 1е5 сос М- 
слеп15 300% 4ез Гопсмопз ВоотогрЬс$ 4’ип рагатё{ге в. 

Рапз р|азфеигз саз (ей, еп рагисиНег, Чапз 1ез 4ейх ргоБ\ёшез сопогеиы 
дае поз с0п3196гопз) 1а шёфо4е ргорозбе ез1 Беацсоир раз ГасИе а аррП- 
фаег ргайдиететь дие сеПе 4е Тлароппой (?). Рапз 1е саз ой 1е8 весоп@з 
гоетЪгез Ча зуз1ёте Ипбаше Чапз 1а Тогте погта]е ргёзепей{ 4ез 


Юре опз епыёгез 1гапзсепдатие Чи рагатёйе = её 4’аШеигя сег{атез 


по{аНопз Че Гаг@с!е ргёсё4ерй зопё сопзегуеез. Цпе рагИе 4е 


* Тошбез 1ез авы 
1ез $$ 1—6 рецуелё @& те 1$ зап5 чие Гоп соппа1з5е Гаегйсе 


Рагисе, а вауотг, 
ребсёет(, 1ез аийгез зиррозео да’ е5Ё соппи. 
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соп@1онз зоп гетрНез, 1ез Гогиез ргорозе?з раг ’ашеиг алия фие |ех 
вбёглез 4е ГлароцпоЙ зопЕ уа!аЪез дапз 1юиё 1е р!ап сотр!ехе 4ез уа!еиг- 
Че = её поп зеетет$ адиаал4 1е рагатеёге = езё аззеж2 рем®. 

Гез $$ 1—4 сопаепле\ ип ехрозё 4е сейме шёоде. Те 8$ 5—6 доппев! 
ипе Шизтайот 4е ГаррНсамоп 4е сейме тётоде а Гёае 4е Гёдаамон 
Че Ма Ммеи. Папз 4е$ $ 7—9 1а тетоде з’аррИаие а Г6 раде дез 4отахоез 
ой 1е шоцуетепть ез1 итбайзае ап уо1з1тасе 4ез тёдаепсез с аез 4апх 
1е ргоёте 4и топуететь 4ез Тгоуепз. ап |ез $ 10—14 ]а тёФоде 
е3$ аррНаиаёе & Гем4е 4и топуетепь 4ез аз16го14ез. Оапз 1е $ 122 1ез гбзш- 
{213 оБ{елиз 301% сотрагбёз ауес 1ез Чоппёез ехрёгител{а!ез. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГГЕТИХ РЕ ГГАСАРЕЁМ1Е РЕЗ $С1ЕМСЕ$ РЕ 10855 


Серия математическая 8 (1944), 101—106 зече тафетайЙдие 


И. Г. ПЕТРОВСКИЙ 


0 ДИФФУЗИИ ВОЛН И ЛАКУНАХ ДЛЯ СИСТЕМ ГИПЕРБОЛИ- 
ЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ (1) * 


Статья представляет обзор исследований, сделанный на сессии 
физико-математического отделения Академии Наук СССР 


Известно, что значение в точке (1, 2,,..., 2,) решения задачи Коши 
для волнового уравнения 


0% ОЕ 


= (ж-+.. к ) (1) 


при нечетном р> 1 зависит от начальных данных только на периферии 
основания характеристического конуса с вершиной в точке (1, 2,,..., %,). 
При четном же р, а также при р=1 и (1, 2,, ..., х›) зависит от начальных 
данных на всем основании этого конуса. 


ди 
Допустим, что начальные значения ии 91? 


тать заданными при #=0, отличаются от нуля только внутри маленькой 
области С, около некоторой точки (0, 2у,..., 2,). Будем следить за зна- 
чениями и в точках (1, 4,,...,2,) при фиксированных как-нибудь значе- 
ниях 4,,..., ®› и при увеличивающемся, начиная от нуля, #. При нечетном 
р_> 1 величина и (1 4,,..., ›) может отличаться от нуля только на неболь- 
шом участке рассматриваемой в пространстве (1,2,,..., 2,) прямой, парал- 
лельной оси {—именно на том, где расположены вершины характеристи- 
ческих конусов уравнения (1), периферии оснований которых пересекают 
область С. Если же р четное или р=1, то и обязательно равно нулю 
только в тех точках этой прямой, где расположены вершины характери- 
стических конусов, основания которых не содержат точек области С и 
которые, очевидно, образуют некоторый отрезок этой прямой, одним из 
концов которого служит точка (0, х,,..., х,). Во всех же других точках 
этой прямой и (+ 2,, ..., 2), вообще говоря, отлично от нуля. 
Следовательно, возмущение, произведенное в начальный момент в не- 
которой малой окрестности точки (1 а т») при нечетном р>1и:>0 
отзывается на значениях функции и только в тех точках пространства 
(о Хр), которые лежат около сферы радиуса аЁ с центром в точке 


(2, ..., 2,). Таким образом, от возмущения, произведенного в началь- 


которые мы будем счи- 


* Цифры в скобках относятся к литературе, помещенной в конце статьи. 
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ный момент в точке (71, ..., 2,), возникает сферическая волна с центром 
в этой точке, имеющая передний и задний фронт. При четном р и при 
р=1 возмущение, произведенное в начальный момент в окрестности 
(2%, ..., 2), отзывается, вообще говоря, на всех точках, лежащих внутри 
сферы радиуса а! с центром в (21, ..., 2ъ). Возникает волна, имеющая 
резкий передний край и размытый задний. Говорят, что в этом случае 
происходит диффузия (размыв) заднего фронта волны; при нечетном р>1 
диффузии не бывает. 

Еще в начале текущего века Адамар (*) показал, что для линейных ги- 
перболических уравнений 2-го порядка с переменными коэффициентами 
при четном р всегда имеет место диффузия волн. Вопрос о диффузии 
волн для общих линейных гиперболических уравнений при нечетном р 
долгое время оставался открытым. Только в 1939 г. появилась статья 
Ма 13з0п’а (°) где доказывается следующее. При р = 3 единственным клас- 
сом линейных гиперболических уравнений второго порядка, у которых 
нет диффузии волн, будут уравнения, получающиеся из (1) в резуль- 
тате следующих трех операций: 

1) умножения общих частей уравнения на некоторую функцию от 
а. 

2) линейной замены неизвестной функция, 

3) перехода от независимых переменных &, 2,, .... т, к новым незави- 
симым переменным. 

Методы, которыми пользовался при этом Ма15зоп, принципиально 
применимы и к гиперболическим уравнениям 2-го порядка с любым нечет- 
ным р>1. Но при р>3 вычисления становятся более громоздкими и до 
конца не доведены. 

Автор изучал аналогичные вопросы для общих гиперболических си- 
стем. Пусть дана линейная гиперболическая система с достаточно гладкими 
коэффициентами 

ди: _ У а‘ №, .. -» Кр) ( о а уе 3 -®ри 
двм — 7199 7" ПР оборща ‚дв 


(и оо овеоь В Зе ми ду вабоминА ЗМ), 


Боковая поверхность характеристического конуса с вершиной в точке 
(Г, 2,..., 2») разбивает основание его на плоскости #=1,, вообще го- 
воря, на несколько областей. Одну из этих областей С‚, будем называть 
лакуной, если при любых изменениях начальных данных (лишь бы 
они оставались достаточно гладкими) только внутри С, решение задачи 
Коши для уравнения (2) не изменяется в точке (, 2',..., 22). Для опре- 
деленности будем считать & < Ё. Если & достаточно близко к Ё, то 


каждой из областей С1,; на которые поверхность характеристического 


конуса с вершиной в точке (Г, 1;,..., 2'), построенного для системы 
уравнений с постоянными коэффициентами 
97 и; У о И * 9 диз 
— = О За оо 50 - 
т : а ‚ Фр) Оодхки ... ддЁр (3) 


(роопь и о Бчееуя тонет МОЙ усе аби 5В0 
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разбивает его основание на плоскости #=0, будет соответствовать един- 
ственная область С., близкая С}, построенная для системы (2). 

ТЕОРЕМА 1. Если при всех &, добтаточно близких в Г, область Су, 

соответствующая области, С',, будет лакуной для системы (2), то область 
будет лакуной для системы (3). 

Очевидным следствием этой теоремы является приведенная выше тео- 
рема Адамара о диффузии волн для всех линейных гиперболических урав- 
нений 2-го порядка с четным числом пространственных координат, так как 
для всех линейных гиперболических уравнений 2-го порядка с постоян- 
ными коэффициентами, которые линейным преобразованием в простран- 
стве (1,1,,..., 2) всегда приводятся к уравнению вида (1), всегда 
имеет место диффузия волн. 

Все дальнейшее будет относиться к изучению лакун у линейных ги- 
перболических систем типа (3) с постоянными коэффициентами. Необхо- 
димым и достаточным ‘условием отсутствия диффузии волн у таких систем, 
очевидно, будет наличие лакуны, которую пересекает проходящая через 
вершину характеристического конуса прямая, параллельная оси #. Ла- 
куны, не разрушающиеся при любых достаточно малых изменениях коэд- 
фициентов, назовем устойчивыми. 


д д 
Будем рассматривать операции -. ‚, -—— как символичное умножение, 


О Эхк 
а систему уравнений (3) как систему линейных алгебраических уравнений 
относительно и,,..., им. Составим детерминант из коэффициентов 


этой системы. В раскрытом виде его можно переписать так 


д” 9” 
в к Кох м съ К ы 
эт >. `^ ож... дя › 
(К) Я [ 
где суммирование распространяется по всем целым №,,...,, сумма 
которых равна п, ап=п + ...-+пм. Уравнение 
1 У, а, у дигы БЯО › Кр) СТ, и 2Ар = (4) 
(К) : 


называется характеристическим для системы (3). Его можно 
рассматривать как тангенциальное уравнение поверхности, предетавляю- 
щей собою пересечение боковой поверхности характеристического конуса 
К с вершиной в точке (+0,...,0), построенного для системы (3); с осно- 
ванием {, =0, если уравнения плоскостей в пространстве (2,, ..., тр) напи- 
сать в виде 


РЕ, +... 22, =0. (5) 


По закону двойственности каждой точке (7,,..., 2} в этом простран- 
стве будет соответствовать плоскость в пространетве (3,,..., 2р). Чтобы 
решить вопрос о том, принадлежит ли какая-нибудь точка (х,,...) %,) 
устойчивой лакуне в основании конуса К, возьмем в плоскости (5) про- 
странства (2,,..., 2) какую-нибудь точку А. Проведем из нее всевозмок- 
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ные прямые с действительными коэффициентами, лежащие в этой пло- 
скости, и рассмотрим их точки пересечения с поверхностью (4). Действи- 
тельные (равно как и комплексные) точки пересечения образуют некото- 
рые (р—2)-мерные циклы, которые мы будем обозначать через Стее и соот- 
ветственно Сушав. Цикл Се; очевидно, не зависит от выбора точки А. 
Цикл Сушак заменяется ему гомологическим в комплексном пересечении (4) 
и (5) при изменении А. 

Считая, что поверхность (4) не имеет особых точек, можно сформу- 
лировать следующие теоремы. 

ТЕОРЕМА П. Если все п; < р+1, то необходимым и достаточным 
условием существования устойчивой лакуны у системы (3) является усло- 
вие, чтобы соответствующие ее точкам циклы Стее1 в случае нечетного р 
(соответственно, циклы Сушав 8 случае четного р) были гомологичны нулю 
в комплексном пересечении (4) и (5). 

Имеются примеры таких лакун. 

Для решения вопроса о существовании лакун в том случае, когда 
некоторые п; > р-+1, надо построить циклы Стее1 (<) в случае нечетного р 
(соответственно циклы С;шав (т) в случае четного р) для каждой из пло- 
скостей 

—<-- 1.2, + ... +1, =0 (0 <т< 8. (6) 


Поверхность, образованную этими циклами, обозначим через 5. 

ТЕОРЕМА Ш. Необходимым условием существования устойчивой ла- 
куны у уравнения (3) в случае, когда некоторые п; > р-+1, является усло- 
вие, чтобы соответствующие ее точкам циклы Стел (Й при нечетном р 
(соответственно циклы Сна (Й при четном р) были гомологичны нулю 
в комплексных пересечениях (4) и (5). 

Допустим, что это условие выполнено. Натянем пленки на циклы 
Стевл (=) (соответственно Сушав (*)) г комплексных сечениях поверхности 
(4) с плоскостями (6) при <={и <=0. Последнее всегда возможно в силу 
гиперболичности системы (3). Это легко доказать, заметив, что в силу 
гиперболичности действительная поверхность (4) состоит при четном п 


® 
из > овалов, последовательно вложенных друг в друга; при нечетном п 


к этим овалам присоединяется еще так называемый «непарный кусок», 
гомологичный в действительном проективном пространстве (х,,..., т) 
плоскости. Указанное натяжение пленок на циклы Стее (<) или Сас (5) 
при <=0 и <= { можно делать по-разному. 

Все циклы ХУ, образованные при этом поверхностями 5 и такими 
пленками, гомологичны между собою в комплексной поверхности (4) 
при четном р, так как можно показать, что при четном р все (р 1)- 
мерные циклы у общей алгебраической поверхности (р—2)-го ком- 
плексного измерения Р, являющейся комплексными пересечениями пло- 
скости (6) при <=0 или ‹={ с поверхностью (4), гомологичны нулю 
в этих сечениях. Если же р нечетное, то при различных способах 
натягивания пленок могут получиться негомологичные между собою 
в комплексной поверхности (4) циклы У, так как у общей алгебраи- 
ческой поверхности Р при нечетном р имеется один (р—1)-мерный 
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линейно независимый негомологичный нулю цикл, 


именно алгебраи- 
ческий цикл. 


ТЕОРЕМА ТУ. При выполнении условия теоремы 1 необходимым и до- 
статочным условием существования устойчивой лакуны у системы (3), 
когда некоторые п>> р--1, является условие, чтобы соответствующие 
ее точкам циклы УХ были гомологичны нулю в комплексной поверхности (4) 
при четном р или же были алгебраическими при нечетном р. 

Заметим, что при выполнении этого условия всегда можно так натя- 
нуть пленки на циклы Стее! (<) при т =0 и х= &, чтобы цикл ХУ был гомоло- 
гичен нулю в комплексной поверхности (4). 

Среди уравнений имеющих болышое значение в математической фи- 
зике, кроме указанного волнового уравнения, имеются лакуны у системы 
уравнений упругости и у системы уравнений кристаллооптики в трех- 
мерном пространстве. Каждая из этих систем состоит из уравнений 
2-го порядка, а их действительные характеристические поверхности со- 
стоят из конечных овалов, последовательно вложенных друг в друга. 
Действительным плоскостям, пересекающим все эти овалы, соответствуют 
внешности характеристических конусов. 

Как нами уже указано было несколько раньше, циклы Стел, с00т- 
ветствующие этим плоскостям, гомологичны нулю. Плоскостям же, совсем 
не пересекающим этих овалов, соответствуют лакуны, так как циклы Стее1 
получаются в этом случае пустыми. Вопреки предположению, сделан- 
ному в этой работе, что характеристические поверхности не имеют осо- 
бых точек, здесь такие точки имеются. Поэтому об устойчивости лакун 
у системы уравнений упругости или у системы уравений кристалло- 
оптики можно говорить только условно, допуская такие изменения этих 
систем, которые не нарушают их гиперболичности. 


Институт математики при Поступило 
Московском гос. университете 26. ХГ. 1943 
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1. РЕТВОУЗКУ. $ОВ ГА ОТЕЕО$10М ОЕЗ ОМОЕЗ ЕТ ГЕ ТАСОМЕ$ РОСВ 
1$ ЗУЗТИМЕ$ О’ВООАТГОМ$ НУРЕВВОТ100Е$ 


ВЕЗОМЕ 


(её агысе ргёзеше 1’ехрозё 4’ипе сопЁёгепсе {айе раг Гафеиг дапз . 
ипе звапсе 4е 1а Зес1оп рЬуз1со-таётайаче де 1’Асадётл1е 4ез Эелепсез 
де 985$. Га сопЁ6тепсе ауа\ ропг оБ]её ип арегба 4ез ргоешез 
сопсегпать 1а 11а1з0оп епёте 1а зоаоп Чи ргоёше 4е Саисву © 1ез 
доппёез шИла|ез ропг 1е саз Чез в6диаМопз. Бурегро1ачез. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


ВОГЬЕТ1М ОЕ ГАСАОЕМ!Е РЕЗ ЗСЕМСЕ$З ОЕ 1085$ 
Серия математическая 8 (1944), 107—128 Земе та{пёта{аие 


В. М. ДУБРОВСКИЙ 


1 ((ЛЕДОВАНИЕ ЧИСТО РАЗРЫВНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 
МЕТОДОМ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 


(Представлено академиком А. Н. Нолмогоровым) 


Автор строит общую теорию марковских случайных процессов (случай- 
ных процессов без последействия) с произвольным множеством состоя - 
ний, подчиненных тому условию, что за ограниченный промежуток 
времени изуенение состояния системы происходит (с вероятностью единица) 
конечное число раз. 


В этой работе изучается процесс изменения некоторой системы %, 
обладающий следующим свойством: каждый ограниченный промежуток 
времени < $ < х, если в нем состояние системы не остается неиз- 
менным, распадается на конечное число интервалов &, <; <& 


(1=1,2,..., п--1; &=8, &,,, =“), в каждом из которых состояние 
постоянно, но отлично от состояний в соседних интервалах; число 
моментов &,,4,,..., 8, при которых система претерпевает изменение, 


конечно, но может быть сколь угодно большим. 

Относительно множества 9 всех возможных состояний рассматри- 
ваемой системы предположим лишь, что определено семейство $} его 
подмножеств, причем это семейство содержит какие угодно разности 
и конечные или счетные суммы своих элементов, отдельные элементы 9, 
все множество 9% и пустое множество. Переменные, выражающие моменты 
времени, будем считать изменяющимися в интервале (—Т, Т), где Т — 
некоторое положительное число, которое можно рассматривать либо 
как постоянное, либо как переменное, могущее принимать сколь угодно 
большие значения. 

Предположим, далее, что вероятность р, (&, х, <) того, что система ЖЪ, 
находясь в момент & в состоянии х, изменит последнее до момента 3, 
и притом лишь один раз, определяется равенством 


р, (#, х, 1) =р (&, 2) («—И-е(, т, 5) (=—8), (19 


где функция р({,2) неотрицательна, не превосходит положительной 
константы К=К(Т), непрерывна по # и измерима по’х относительно 9}, 
а функция = (Е, х, <) не превосходит постоянной К и стремится к нулю, 
если одна из переменных # и < стремится к другой; все эти предпо- 
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ложения относятся к любым Ё, хи х, удовлетворяющим условиям 
—Т<&<-<Т, С 9(. Считая функцию р(, 1) данной, допустим, 
кроме того, что известна функция Р (Е, х, ©), выражающая условную 
вероятность того. что система, находящаяся в момент # в состоянии х 
и претерпевающая в этот момент изменение, попадет в результате 
последнего в какое-либо состояние из множества @. Относительно этой 
функции, которая в соответствии с ее теоретико-вероятностным вемыслом 
должна быть неотрицательной, вполне (абсолютно) аддитивной и удовле- 
творяющей условию Р (ЕЁ, х, 9%) =1, мы предположим, что она определена 
для любого @« из семейства 9}, а по отношению к переменным { их 
обладает теми же свойствами, что и функция р(Е, т). 

В последующем имеют важное значение абстрактные интегралы 
в смысле Герезоце’а — Зе ез’а (*), которые определяются как и обыкно- 
венные интегралы Гефезоче’а, с той лишь разницей, что роль измеримых 
множеств играют множества, принадлежащие семейству 5}, а вместо меры 
множества рассматривается соответствующее ему значение некоторой, 
вполне аддитивной функции множества Ф(6), определенной на семей- 
стве 5}, причем функция, которая подвергается интегрированию, будет 
некоторой функцией }(5) элемента х пространства %, измеримой отно- 
сительно семейства 3}{. Для обозначения такого интеграла, распростра- 
ненного на множество 6с 9%, будем пользоваться символом 


} 1 (=) ® (@%.,). 
© 


Однако для этой работы аналитический аппарат интегрирования 
в смысле Гефезоце’а — Зые\ез’а оказывается’ недостаточным, и нужно 
пользоваться еще более общим понятием интеграла, именно предложен- 
ным А. Н. Колмогоровым (*). Интеграл в смысле Колмогорова от функ- 
ции множества Ф(@), определенной на $}, распространенный на мно- 
жество @ С: 9}, для обозначения которого служит символ 


\ (46), 


© 


означает постоянное число А, обладающее следующим свойством: каково бы 
ни было положительное число <, существует такое конечное или счетное 
подразделение множества на взаимно не налегающие части ©, [< 
принадлежащие $}, что имеет место неравенство 


2%) 


|160 —4| вже 


причем это неравенство справедливо также для любой другой аналогичной 
суммы 3$ (6,, где каждое из множеств фх составляет часть одного 


из множеств, соответствующих первой сумме. Обозначим через 
Е (6, х, *, ©) вероятность того, что рассматриваемая система, находясь 
в момент 2 в состоянии х, в момент т окажется в одном из состояний 

) 
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принадлежащих множеству ©. Автором было доказано (°), что функция 
Е (Е, +, *, ©) удовлетворяет интегро-дифференциальным уравнениям 


ОБЬ, ак ©) Е. 
ик а } 
= — \ (25 Я, с, 49, р (<, у)-- \ 7 (2. Я, ®, 4%.) р (с, у) Р (<, у, 6) (2) 
©. $ 


и 


ОБ, =. 
пФ ре, 2) (2, °, 6) (Рика, =, 6 ©) 
$ 


а также, что эти уравнения имеют единственное ограниченное решение, 
удовлетворяющее требуемым предельным условиям. Последние резуль- 
таты представляют собою обобщение теории ЕеПег’а на случай, соответ- 
ствующций определениям и постановкам проблем в работе А. Н. Колмо- 
горова (*); теория ЕеПег’а, как известно, справедлива лишь для случая, 
когда 9% — множество вещественных чисел, а 5} — семейство измеримых 
в смысле Герезоме’а линейных множеств (°). 

Настоящая работа посвящена дальнейшему обобщению теории чисто 
разрывных случайных процессов ЕеПег’а; основана она также на методе 
интегро-дифференциальных уравнений. 

Пусть каждому моменту времени # из интервала || < Т по опреде- 
ленному закону приведено в соответствие множество е({), содержа- 
щееся в 3}. Обозначим через е(#,^) общую часть множеств е(5), соот- 
ветствующих всем $ из интервала [<5$< т, и предположим, что 
е (Е, *) (5% для любой пары { и х, удовлетворяющей условию —Т << 
<-< Т. Будем искать неотрицательную, измеримую по х и вполне 
аддитивную относительно ‘© функцию о (Е, 5, *, ©), выражающую веро- 
ятность факта, состоящего в том, что рассматриваемая система, находясь 
в момент # в состоянии ‘х, в момент < окажется в каком-либо состоянии 
из множества ©, причем в любой промежуточный момент $ интервала 
1 «з$<‹ будет принадлежать соответствующему множеству е (5). Дока- 
жем, что функция ф (2, 5, *, ©) удовлетворяет интегро-дифференциальным 
уравнениям, аналогичным уравнениям (2) и (2’), и может быть опреде- 
лена с их помощью во всех случаях (т. е. при условиях: —Т<ё< 
<-<Т, С %, 6с 9) путем сведения к однозначно разрешимым 
интегральным уравнениям. В дальнейшем последние условия мы всегда 
будем предполагать выполняющимися. 

Подобно тому, как для функции ЁР(1, хз, ©) имеет место соотно- 


шение 


Р( т, х, @) = | Р(, 2,8, 99) Е (5, у, т, 6), (3) 
9 


функция о (&, 2, *, 6) удовлетворяет уравнению 


(2, 2, <, 6) = } © (@, 2, $, 4%) © (5, у, 5, @), 
е (=) 


— 
> 
> 
— 
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которое является непосредственным следствием ее теоретико-вероят- 
ностного смысла. Равенство (3’) послужит нам основой вывода уравнений 
для функции © (&, х, *, @), аналогичных уравнениям (2) и (2’), подьбно 
тому как равенство (3) лежит в основе самих уравнений (2) и (2’). 

Наряду с функциями Р (Е, т, *, ©) и ®(Ё, т, *, ©) будем рассматри- 
вать разность 


чз (2,2, *, Ф)=Е (Е, 5 “ю)-6@, 2. т, О). 


которая, очевидно, выражает вероятность факта, состоящего в том, что 
система %, находясь в момент & в состоянии х, попадет в момент < 
в какое-либо состояние из множества @, причем по меньшей мере в один 
промежуточный момент $ из интервала #{ < $ < х окажется в состоянии, 
не принадлежащем соответствующему множеству е ($). 

Задача об определении функции 1(Ё; х, <, @) автором ставилась 
и решена при помощи метода, отличного от метода интегро-дифферен- 
циальных уравнений, но лишь для случая @=\% и при условиях 
относительно операции е({) более ограничительных, чем в настоящей 
работе ($). 

Отметим, наконец, некоторые теоремы о предельном переходе под 
знаком абстрактного интеграла ГеЪезрие’а — йе! ез’а, которые имеют 
весьма существенное значение в последующем. 

Г. Пусть функции },, [,, ... элемента х, содержащегося в %, изме- 
римы и ограничены в их совокупности; }, (2) —}(х), при неограничен- 
ном возрастании п для любого х; функция множества Ф(©) вполне 
эддитивна; © С 98; тогда при п--> со 


|1, (2) Ф (аж. — \ 1) Ф(49). 
© © 


П. Пусть последовательность вполне аддитивных функций Ф, (©), 
Ф, (©), ..., вариации которых ограничены в их совокупности, для 
любого ©С. 3} имеет пределом соответствующее этому @ значение 
вполне аддитивной функции Ф( ©); пусть, затем; функция }(5) эле- 
мента х множества 9 измерима и ограничена; тогда 


72) Ф, (а,) — \ 1) $ (99), 


© 


где ©, п ©: 


ПТ. Пусть },, »,,...— последовательность измеримых и ограничен- 
ных в их совокупности функций элемента С %, имеющая пределом } (5) 
для любого 5; пусть, кроме того, Ф, (6), Ф,(6), ...— последователь- 


пость неотрицательных, ограниченных в их совокупности, вполне адди- 
тивных функций, имеющая пределом Ф(©) для любого © С. 3}, где Ф(6) 
также вполне аддитивная функция; тогда, если И —> о, то 


о 


© 


1, (2) ©, (9%) — \ / (=) Ф(@%)). 
© 
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"Первая из этих теорем доказывается так же, как и в простейшем 
случае, когда 5} — семейство измеримых в смысле, Геезеие’а множеств. 
Вторая легко доказывается путем замены интегралов соответствующими 
допредельными суммами. Чтобы доказать третью, достаточно обнару- 
жить, что она верна для частного случая, когда } (1) ==0, что нетрудно 
сделать так же, как и в случае теоремы Т, после чего к общему слу-. 
чаю можно перейти при помощи теоремы 11. 


$1 


Предположим, что рассматриваемая система в момент & находится 
в состоянии 4; обозначим через р, (&, х, *) вероятность того, что. в интер- 
вале времени { <$< сх изменения состояния не произойдет, и через 
р. (+, 2, <) — вероятность того, что в этом интервале будут по меньшей 
мере два изменения состояния: тогда, очевидно, справедливы равенство 


Ро (&, х, <) | р, (Е, т, <) р, (#, х,^) =1 (4) 
и оценка 
Р» (1, х, <) < (2К)* («—#)*° + (2К} («—#}* +... (5) 
С другой стороны, легко видеть также, что имеет место тождество 
Ро (#, %, <) = рь (#, т, «-- Ат)  рь (#, х, <) [1 — Рь (т, 2, *--А“)|, 


откуда с помощью соотношений (1), (4) и (5) нетрудно убедиться, что 
функция р,(, х, <) удовлетворяет дифференциальному уравнению 


ро (1, т, т) 


0: = —Р (<, 2) р. (6, д, <) 


и, следовательно, определяется равенством 


— | р (3, х) 48 
! (6) 


Теперь, преобразуя (4) с помощью (1) и (6), легко доказать, что вели- 
чина = (#, х, ^) в формуле (1) стремится к нулю вместе с разностью *— 2 
равномерно относительно’ { и * в области —Т<ё<*<Т. 

Обозначим через К’, (&, х, *, @) вероятность того, что система %, 
находясь в момент # в состоянии х, в момент т будет пребывать в состоя- 
нии, принадлежащем множеству ©, совершив за время #{<$< < ровно Ё 
изменений состояния (К =0, 1, 2,...). Положим, далее, Е (т, ©) =1, 
если СФ и Е(х, 6) =0, если х С ©. Очевидно, что 


НИ) С 


#2: т, <, ©) = > В к (Е, т, <, ©). (7) 


К=о 
С другой стороны, нетрудно убедиться в справедливости равенств 


Рь (&, 2, *, ©) = Ро (&, 1, ®) Е (т, ©), (8) 
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р, (6, т, 6 =} 48 | р», 2, в) р(5, 2) Р(в, 2 4%.) рь(5, у, ") (8) 
р © 


Е (12,5, 6) = \ 45 р, 9, 8) Р (5, т)Р (5, х, АХ.) Е, ($, у, т, ©) (8") 
и: р 


(Е =1, 2,...); 


непосредственно основываясь на подечете вероятностей всех несовмест- 
ных между собой частных случаев соответствующих событий. При- 
меняя метод индукции, легко видеть, что имеет место оценка 


Роны в) иень Ор &, Флоьв), (9) 


откуда вытекает, что ряд (7) сходится равномерно относительно &, х, ® 
и ©. Рсе функции Ё,, как показывают равенства (6), (8), (8’) и (8"), 
неотрицательны, непрерывны по # и х,, измеримы по х и вполне адди- 
тивны относительно @. То же, следовательно, можно сказать и о функ- 
ции Р. Отметим, наконец, что из равенств (6), (7) и (8’) и оценки 
(9) вытекает: 


(©) со от И 

Уре Оке ЕСО, (9') 

К=1 К=1 

со > ТА к б 
ке, аук, в) < (= У Кафа Ка 

К К=2 


если переменные { и т, оставаясь в области —-ЛГ-ё--Ф Че стремятся 
К $, где $ — постоянное число, меньшее ТГ по абсолютной величине, то 


о вт ао оны В (9"”’) 


Положим 
Е (Е, хх, ©) =[1— р (1, 2) (*—#)] Е (2, ©) Е Р(Е, <) Р(1,х, 6) Е 
Чо (+, х, *, ©) (10) 


и выясним некоторые свойства члена о (Е, т, *, ©). Прежде всего, он 
представляет собой функцию, измеримую по х и вполне аддитивную 
относительно @. Сопоставляя ватем равенства (7) и (10), будем иметь 


(1, 2," Ф)=В (я, м, ©) [1 р) в’ @&)-+ 


- Е, (1, 9, °, Ф)—Р(а (2, т, ©) ея (6, т, ®, ©), 


К=\ 
откуда, преобразуя Ё, (Е, х, <, @) по формулам (8) и (6) и замечая, 


что хе =о о Р( ‚2, ©), где {’— некоторая точка 
интервала { <;<тх, а т х, ^) определяется равенством (1), получим 
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(=, т, 6)-Е(т, 6) | [Р(е, 2) (5, 2)] 45+ 
| 


+8(2, 6) 5 [ р(5, 2) 4 "+ р(, =) (ЮР, =, 6)— 
—Р (2, =, ©) = (1,1, *)Р(Г,х, 6) С-В у ел (10 
К 


Из этого выражения для о (1, т,*, ©) вытекает, что отношение 


о (1, 2х5] 


—& 


равномерно ограничено и стремится к нулю вместе с разностью *—, 
причем свойство равномерной ограниченности этого отношения сохра- 
няется, если в нем заменить функцию о(1, х, т, @) ее вариацией от- 
носительно © на множестве 5{. 

В силу определения функции 1 (1, 2, *, 0) и равенства (10) имеет 
место следующее, играющее основную роль в последующем, соотношение 


® (Е, $, *, ©) =[1—Р(®, 2) (*—1] Е (5, ©) + 
ЕР (Е, 2)Р (&, т, ©) ( (*—# у о (Е, х, <, ©) — (Е, х, 5, ©). (11) 


Преобразуем второй множитель под.знаком интеграла в равенстве 
{3) с помощью формулы (10). Тогда интеграл в правой части равенства 
(3) распадается на слагаемые, из которых одно будет представлять с0- 
бой Е (1, т, $, ©). Перенося это слагаемое в левую часть равенства, 
деля последнее почленно на разность <—$ и заставляя ее стремиться к 
нулю, легко видеть, принимая во внимание непрерывность функции 
Е (1, х, <, @) пот и свойства членао (#, т, <, ©), что функция Е (&, 2, т, ©) 
действительно удовлетворяет интегро-дифференциальному уравнению (2). 
Преобразуем затем первый множитель под знаком интеграла в равенстве 
(3) с помощью формулы (10). Тогда в правой части будем иметь слз- 
гаемое Р (5, х, <, ©). Перенося его в левую часть равенства, деля послед- 
нее почленно на равность $—{ и заставляя ее стремиться к нулю, по- 
лучим, как нетрудно убедиться, основываясь на непрерывности функции 
Е (+, т, <, ©) по & и равенстве (10°), также интегро-дифференциальное 
уравнение (2’). | 

Из уравнений (2) и (2’) следует существование вполне аддитивной 
функции Р(х ‚ ©), не зависящей от { и т, которая для всевозможных 
ти = удовлетворяет условию 


Е (+, 5, *, @)<Е(з, ©) < АКТ-АВКТ*. (12) 


Чтобы в этом убедиться, достаточно перейти от уравнений (2) и (2’) к 
соответствующим интегральным уравнениям; затем в правых частях 
последних изменить знак у отрицательных членов на обратный, ОА 
от равенств к неравенствам, и во всех интегралах по вещественной 
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числовой переменной переменить области интегрирования, взяв в ка- 
честве их инторвал (—Т, Т). Заменяя в правой чести какого-либо из 
полученных неравенств функцию ЁР правой частью другого неравенства, 
мы п получим искомую функцию РОЙ 

Рассмотрим множество ае({) всех элементов 3, каждый из которых 
принадлежит е(5) для любого $ ив некоторого интервала времени 
1<з$< И; аналогично введем в рассмотрение множество 2е (+) элементов 
9{. содержащихся в е(5) для всех $ пз интервала О А и Е 
обоих случаях может зависеть от соответствующего элемента. Множества 
ае (1) п ве({), очевидно, могут быть определены следующим обрезом: 


а рт (13) 
2-9: = 


Эти суммы, как легко видеть, могут быть заменены суммами ана- 
логичными, но счетными, — значит, множества. 4е (1) и 5е(#) измеримы, 
т. е. принадлежат семейству 9). : 

Функции Е[х, е(1, 3)], Е [х, 4е(1)] п Е[х, ве(1)], рассматриваемые 
как функции только от х, очевидно, измеримы но х относительно $}. 
Первая из них. кроме того, измерима в смысле Герезхие’а относительно 
каждой из переменных & их при любом фиксированном значении другой 
и при любом определенном хс %, так как в таком случае эта функция 
не может иметь больше одной точки разрывз. Аналогично, функции 
Ета ри Е[х. ве(#)] измеримы в смысле Гезсзоме’а относительно 
: для каждого определенного С %. Действительно, взяв убываюгую 
п стремящуюся к нулю последовательность чисел Й,, й., ...; мегко за- 
метить, что эти функции будут. соответственно. предельными фупк- 
циями для последовательностей Е[х, е(1, Ё--1,)| и Е[х. е(1—Й,. 2) 
при неограниченном возрастании п. Что же касается функций этих 
последовательностей, то каждая пз ипх, очевидно, может иметь лишь 
конечное число точек разрыва в интервале, где опа определена и, сле- 
довательно, измерима. Таким же образом легко доказать, что функции 
Е[т. е(1) 4е(1)] и Е[х, е (1) 8е(1}], измеримые по х относительно 9} при 
определенном (, будут измеримы в смысле Герезоие’а по & для каждого 
фиксированного хС- 9%. Из этого вытекает, что рассматриваемые в даль- 
нейшем интегралы, распространяемые на множества, которые зависят о 
от параметра, выражающего время, представляют собой измеримые 
фуккции этого. параметра. 

Отметим теперь некоторые ‘свойства функций ®(Ь х, <, @) и 
Я пел 

1. Если < 4е(#), то ® (Ё, х, <. ©) =0. Действительно, в этом. случае 
соответствующее событие может произойти лишь при условии измене- 
ния состояния в данный момент &, чому в сплу равенства’ (1) соответ- 
ствует вероятность, равная нулю. 

П. Езаи @С 9 — &е (3), то ®(Ё, х, *, ©)=0. Действительно, в силу 
предположения о конечности числа изменений состояния в ограничен- 
ном промежутке времени состояние в момент * должно быть постоян- 
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тым в некотором конечном интервале времени «—й# < 5х, откуда, 
если факт, соответствующий вероятности ® (2, 2, *, ©), наступает, то 
состояние в момент т должно принадлежать множеотвам @ и ве (<) 
находится в противоречии с условием @ С: 9% — ве (т). 

Ш. Если Ч е($), гдз $— определенная точка интервала { “5 т, 
то © (1, х; т, 6) < ($—ВК,.В самом деле, в этом случае событие, веро- 
ятность которого (1, х, <, ©), предполагает по меньшей мере одно 
изменение состояния до момента $, воледствие чего в (1, х, *, Ф) не 
превссходит левой, а следовательно, и правой частей неравенства (9’), 
если положить в последнем +=$, ф=е($). 

ТУ. Если е(5, °) © =0, где з— некоторая определенная точка интер- 
вала {Е <$5< 5, то ®(Ё, х, 1, 6) < (+3 К,. В самом деле, предполагая, 
что соответствующий фэкт наступил и что после момента $ состояние 
было неизменно, мы приходим к противоречию с условием е ($, <) @=0. 
Кроме того, на основании равенства (3”) и оценки (9') легко убедиться 
в том, что доказываемое утверждение действительно верно, 

У. Если хЧ- 4е(1), #й—>0-, то ® (1-Е №, х, *, ©) ->0. Действительно, 
так как 5'Ч- 4е (1), то, очевидно, существует убывающая и стремящаязя 
к нулю последовательность чисел й,, й,,..., обладеющая тем свойством, 
что 2 не принадлежит ни одному из множеств е (Е-- #,), откуда, как легко 
видеть, ® (ЕЙ. 7, ", ©) < К.й, при условии О<й < 1... 

УТ. Если ФС. %(— &е (<), АО, то ® (Е, х, 3—Й, ©)->0. Дей- 
стрвительно, для любого элемента у, содержащегося в @, очевтедно, 
существует последовательность чисел й, (у), #,(у),..., убывающая, 
стремящаяся к нулю и облодающая тем свойством, что у не принад- 
лежит ни одному из множеств е[^—й,(у)]. Еозьмем положительные 
числаеи 8 (5 <:) и обозначим через @х совокупность элементов у 
множества &, для каждого из которых по меньшей мере при одном 
значении И выполняется условие 6 < й, (у) <=. Пусть, далее, й — поло- 
жительное число, меньшее 8, тогда, ® (2, т—Й, фо <:К, и, значит 


в (1, т, 3—Й, ©) =® (1, т, эп, @з) о (Е, Х, т—й, 6—6.) < 
<:А, + Е(1, 6—6». 
Но каждый элемент множества [С попадает в 6, качиная с достаточно 
малого 9, и, знечит, Е(х, @&—6:) <: (если 8 достаточно мало), так как 


функция Е вполне аддитивна и, следовательно, % (1, д, *—й, ©) < 
<=(К,--1) при любом положительном й, меньшем некоторого 8. 


Перейдем теперь к свойствам функции 1 (&, Х, т, ©). 
40; Если & СЕ, <), то 


‚ что 


25..Если фСсе(Е, *), то 
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39. Если С е(, *), бСе(с, ®*), то 


\ (Е, т, т, о 2) с, ©) <(=—0*А.. 


к= 


Эти свойства функции л (Е, х, <, ©) непосредственно вытекают из ее 
теоретико-вероятностного смысла. Чтобы в них убедиться, достаточно 
заметить, что в первом и втором случаях соответствующее событие 
предполагает по меньшей мере одно изменение состояния за время 
{ <; <т, а в третьем случае за это же время — по меньшей мере два 
изменения состояния. 

Розвращаясь теперь к функции о (1, х,т, ©), отметим дополнительно 
некоторые ее свойства 

УП. Если 6С:е($)е ($, <), где 5— некоторая точка интервала 


И 
ф (Ё, , $, ф) <е (Е 2, <, Не-а) КР, ©). 


„В самом деле, вероятность того, что наступит событие, вероятность 
которого обозначена через в (1, х, $, ©), и вместе с тем не нгступит 
событие, соответствующее вероятности о (Е, т, *, ©), выражается сле- 
дующим образом: 


ес, 1, $, ау) [Е ($, у, *, ©) т (5, у, *, ©)]|, 
ё 


откуда, приняв во вниманил оценку (9) и третье свойство функции \, 
нетрудно убедиться, что доказываемое утверждение, действительно, 
верно. 


УПТ. Если ФкСе (5) е (3%, “) при К =1, 2,..., п, где точки 
удовлетворяют условию 1<$<%$<$.<... < $, < $, а множества от 
©.,..., п не имеют попарно общих точек, то 


и 


Ур о(Ь 2, в, фы Зо (т, *, 6) Е [(*—) К, + («-— 5) К] Е(х, ©), 


в=1 


где Ф@=Ф,16.+...1 061. Это свойство функции о (#, х, *, @) не- 
посредственно вытекает из предыдущего свойства. 

ГХ. Функция © (1, $, *, ©) удовлетворяет следующим предельным 
условиям: 


пм (5, Х, $, ©) =Е[х, © 4е(1]|, 


> 


1 ® (Ё 2, *, ©) =Е[х, © ве (<)]. 


#>- 


Последние равенства легко могут быть доказаны на основании про- 
отейших и очевидных свойств функции о (1, х, т, ©) и оценок (9’) 
и (9"). 
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Если при некотором положительном В ФС е(*) е (<, +1), то 
функция (1, х, *, ©) непрерывна по т справа и удовлетворяет урав- 
нению 


ды% (Ъ ж, т, р у 
[ее] = — 2 (е, Хх, с, 4%) р (<, у) - 
@ 
+} о 2, , Ор УР, у, 6); (14) 
е (=) ае (:) 


функция ® (1, х, х, ©) непрерывна по = слева; если ес е(*— А, <) 
при некотором положительном й, то она удовлетворяет уравнению 
де (В <, г. ) 
еее] = — ое, 2, з, 9%) р(ъ, у) + 
С © 
к \ @ (1, х, ®, а9Г,) р (с, УР (т, у, ©). (14) 


де (1) 


Замечание. Индексы 4 и 2 у знаков производных в последних 
равенствах означают (как и в дальнейшем), что в первом случае рас- 
сматривается производная спргва, а во втором — производная слева. 

Доказательство. Пусть при некотором положительном й 
фСе(<)е (т, «+ А). Применяя формулу (3’) и пользуясь свойством 
Т функции ®, будем иметь 

® (1, х, ЗА, ©) = \ в (1, х, <, а, )® (т, 9, < Ах, ©), 
е (=) ае (=) 
где 0 < Ах < 1. 
Преобразуя множитель & (<, у, + Аз, @) с помощью равенства (11), 


получим 
оао Ах, = (я, © @)— А \ ф (Е, х, *, 4%) Р (<, У- 


@& 
--8* в (Е, х, *, а) р (х, 9)-Р (уу ©) А=(8, —5,), (15) 
е () Че (@) 
где 


= \ < (ак а) о (ту Ем 
} е (=) ае (=) 
6, = Е \ Ф (В, х, <, 4%») т (<, у, *-- Ах, ©). 


“е(з) де (5) 
Если Ах, оставаясь положительным, стремится к нулю, то о 
в силу свойств функции о (1, х,*, ©), также стремится к нулю. 
Заменим последний интеграл суммой аналогичных интегралов, рас- 
пространенных на множества е, =е(<)е(<, А“) и е, =е(*) [ае (*) — 
—е (<, < 4*)]. Если усе, то т(*, у, *-Е Ах, 6)<А=А,, если же 
УС е,, то можно лишь утверждать, что 1 (т, у, *-Р Ат, ©) <А«К,. Но 


общая часть множеств е,, соответствующих всем положительным Ах, 


е 7. 
Известия АН, серия математическая, № 3 
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будет, очевидно, пустым множеством. откуда, если Ат, будучи положи- 
тельным, стремптся к нулю, то ®(ЬБх.т,е,), а следовательно, и, 
тоже стремятся к нулю. Из равенства (15), таким образом, вытекает, 
что функция ®(Ё, х. т, 6) в рассматриваемом случае действительно 
непрерывна по 1 справа и удовлетворяет уравнению (14). 

Отбрасывая теперь предположение, что множество © принадлежит 
е (*)е (=, *-- #1), допустим. что оно при некотором положительном # 
содержится в е(*— 1, +). Применяя равенства (3’) и (14) аналогично 
тому, как в предыдущем случае. будем иметь 


в (1,2, *,6)= (Е, д, *— Ат, @—4\ (1, 2, *— Ах, 4%) р (< — Аз, у 


@ 
+- Ах ® (Е, т, *— Ах, 49, р(=—А=, у) Р (+ —Ат, у, ©) А (5, —8,) 
е(з—4=) 
ею < 90) (15') 
где 
ке \ ® (Е, 2, < — Ах. 49[,) о (*— Ат, у, х, ©), 
ет т) 
= \ ® (Е; д, *— Ах, 4%) 1 (< — Ах, у, т, 6). 
. г(з—4=) 


Из равенства (15’) вытекает, что функция о (1, х, *, ©) непрерывна 
по < слева при принятом условии @Се(*<— В, *), так как, в силу 
основных свойств функций о (Ё, х, <, ©) им (Е, х, *, ©), величины 8, ид, 
ограничены при изменении Ат в интервале 0 < Ах < 1. 

Отбросим теперь условие ф С е(=—Й, *), не заменяя его никаким 
споциальным новым предположением относительно ©, и докажем, что 
непрерывность функции о (1, х, <, @) по < слева сохранится. 

Действительно, взяв убывающую и имеющую пределом нуль после- 
довательность чисел й,.й,...., можно представить множество ф&е (=) 
в виде суммы ©, -ф,-.... взаимно не налегающих множеств, для 
которых выполняется условие ©.С-е(т—й,, “), откуда разность 


А (©) =6 (1. т, <— Ат, ©) —® (1, Х, 5, ©ь! 


имеет пределом нуль, когда Аз стремится к нулю, будучи положи- 
тельным. Так как эта разность по абсолютной величине в силу (12) 


со 


ис превосходит соответствующего члена сходящегося ряда У; 2Ё (х, ©,), 
1 


то при этом такяе п 4 (©. -+-0,-+...) стремится к нулю. Аналогичное 
обстоятельство имеет место также в силу свойств П и УГ функций © 
для величины А [© — Фе (=)], а следовательно, и для разности & (©) = 
= (Ё, 2, *— Ат, ф)—6 (1, 2.1, ©), что и требовалось доказать. 

Принимая снова условие © С е(т—й, *), мы можем теперь утвер- 
здать, что 6, —-0. если Ал стремится к нулю справа. Что же касается 
величины 0,, то опа в в силу свойства 2° функции м не превосходит 
СУММЫ 
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| 
г \ о (2, т— Ав, а.) (т— 4, у, т, 6) & \ «(Е , *, 9%) (ЕЕ) + 


й 


е> 


*. 
; 


1 у ‚ 
+ А) (Р-Р) Е(Ч, 6), 
ВЛ 
где 
е, =е(<—Аз) е(* —Ат, ="), ев ==\-е(=— Ах, <), 
(бр й (45 9, *, ©) — Е (*— Ах, у, *, <). 


Пусть Ах стремится к нулю, оставаясь положительным; тогда каждое 
из слагаемых этой суммы стремится к нулю; первое — в силу свойства 


’ 


3° функции 9, второе —в силу (9””’) и монотонности функции Е (у, е,), 
а третье —в силу (9’) и свойства ТУ функции ‹; величина &., следо- 
вательно, при этом также стремится к нулю. 

Заменим во втором интеграле равенства (15’) область интегрирова- 
ния множеством %, добавляя под знаком интеграла множитель 
Е [9, е (*— 4*)]. Представим затем рассматриваемый интеграл в виде 
суммы аналогичных интегралов, распространенных на множества 9[ — &е (3) 
и 8е (=). Тогда, если Ах стремится к нулю справа, то первое слагаемое 
этой суммы, в силу свойства УТ функции ®, стремится к нулю; второе 
же слагаемое стремится к пределу, который можно определить непо- 
ередственным предельным переходом под знаком интеграла. 

Теперь с помощью равенства (15’) легко убедиться в том, что для 
функции о®(Ё, х, 1, ©) в рассматриваемом случае уравнение ` (14”), 
действительно, справедливо. | 

Функция ®(Ё, т, т, ©) непрерывна по справа; если & СС 4е (1), то 
она удовлетворяет уравнению 


[еб ] ре, [в (в, 2, *, 6) 


— 24, 2, оу, 5,6) ]; (16) 
ае (1) 

ели хС2е(1) ве (1), то функция о (р, х, т, ©) непрерывна по & слева 
и удовлетворяет уравнению 


а.о 


— \ Роу 6) |. (16’) 

е (1’9е (1) 
Доказательство. Пусть С 4е(1), т. е. хссе(Ь 1-1) при 
некотором положительном й. Положим в равенстве (3’) 5=={-- Аё, считая 
ДА: положительным и меньшим й, и преобразуем первый множитель под 


знаком интеграла по формуле (11). Тогда 


(1,2, т, @=е(1--Аь 1, , рам [о (е+Аь, =, ®, 6)— 
— \ Раз, до у, т, 6) ] +44 8,-8), (17) 


е (1-41) 
9+ 
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= | \ о (1, д, + ДЕ, 99.) ® (1-Е А+. в 


ем меж ее, 99) о (Е №, у, т, 6). 


е (#141) 


Замечая, что в силу свойства 1° функции пи (10’) величины 8, и8,; 
рассматриваемые кзк функции от Д&, ограничены в интервале 0 < Др < Й#, 
и принимая во. внимание свойства Ги У функции ®, легко видеть, 
что последняя, действительно, непрерывна по # справа. 

Преобразуем 8,, заменяя область интегрирования множеством 9% 
и добавляя под знаком интеграла множитель Ё [у, е(1- 41]; представим, 
далее, рассматриваемый интеграл в виде суммы аналогичных интегра- 
лов, распространенных на множества 4е (1) и %— ае(1). Тогда, в силу 
равенства (10’) при стремлении 41 к нулю справа 6, также стремится 
к нулю. Величина 8,, очевидно, не превосходит суммы 


ет (и. 2, Е-- АЕ, 99) о (и-- АЕ, у, т, бе | (Р-Едо(ь у т, @) 


ез ед 
1 р Е 
АЕ \ Эй) [9 (Е--АЁ У, <, ©) —® (1, 9, <, ©] Е (у, РА 
р 
где 
е =е(-- Ае( 1-41), е. = %{—е (ЕАО, 


(ЕЕ) =Р(Ь, хо е-А, 4%,) — Е, (1, х 1 - &, 4%). 


Пусть ДЕ стремится к нулю справа. Тогда все слагаемые этой суммы 
в силу (9’), (9’”) и основных свойств функций о и у стремятся к нулю; 
следовательно, 0, также стремится к нулю. 

Преобразовав интеграл в квадратных скобках равенства (17) анало- 
гично тому, как это было сделано в отношении интеграла, входящего 
в выражение для 0,, нетрудно убедиться с помощью этого равенства, 
что функция о (1, х, ‹, ©), действительно, удовлетворяет уравнению (16). 

Пусть теперь при некотором положительном # хС-е(р)е(1—й,®). При-. 
меняя равенства (3’) и (11), аналогично предыдущему, будем иметь 


в (1—4, х, ©) @) =6 (4, т, т, ©) -Р@- м, 2) 41 [© (2, т, т. ©) 


— \ Рафа, ад (ь у, в) | +4 @;-5) 0<м <, (17) 
е (1) ве (1) 


где 


, 1 > 
= \ 0 (1—1, х, 1, а\,) в (Е, у, *, 6), 
е (1) де (#) 
©, й 
и. и (Е — А+, 2, 1, 49) ® (6 у, <, @). 
в (1) 9е (0 


Если 41 стромится к нулю справа, то, очевидно, и 63 также будет 
стремиться к нулю. Но то же имеет место и по отношению к 84, что 


ИССЛЕДОВАНИЕ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 121 


легко доказать, заменяя последний интеграл суммой аналогичных 
интегралов, распространенных на множества ез=е(1)е (#—41,1) и %, 
и добавляя под знаком второго из этих интегралов множитель Е (у, еа)}, 
где и =е (1) зе (1) -е(1—л 1. 

Из равенства (17’), как теперь легко видеть, вытекает, что функция 
х (1, 1, *, ©) в рассматриваемом случае, действительно, непрерывна по 
{ слева и удовлетворяет уравнению (16’). 

В следующем параграфе мы рассмотрим вопрос о разрешимости вы- 
веденных уравнений (14), (14’) (16) и (16`’). 


$3 


Обозначим через Т (1, <, х) верхнюю грань значений $ из интервала 
времени {<$< т, при которых элемент х не принадлежит е(5), пола- 
гая Т (1, °, 2) =&, если такие значения 5 отсутствуют. Множество е (5, ®), 
очевидно; представляет собой совокупность х, при которых Т (&, х, 2) < 5, 
следовательно, в силу предположения об измеримости множеств е (&, <), 
функция Т (1, <, х) измерима относительно х и семейства 9}. Рассмот- 
рим, кроме того, верхнюю грань [({,“, ©) множества значений функ- 
ции Т (1, <, 2), соответствующих всем х, содержащимся в ©, а также 
нижнюю грань [ (1; *, ©) этого множества; при этом мы будем считать 
значения функций [.(1,х, ©) и 1(1,*, ©) в случае, если © — пустое 
множество, равными $. 

Пусть С(&, <, ©) <* для некоторого @ из семейства 3}. Тогда 
функция о (1, х, $, ©) будет непрерывна 410 $ в интервале Г (1, т, ©) < 
<; <ти для любого ^, из этого интервала, понимая под зависимостью 
е* (5) либо е (5) @е (5), либо 8е(5), можно, очевидно, написать 


е (Е, 2, <, ©) =6 (61,5 <) 
+4 [ — \о(6, 2, 5, 496) р(® У 


+ \ (4,2, 5, 496) р(5, у)Р(5, 9,6) |. (18) 
е* (3) 


Из последнего равенства вытекает существование предела о (1, х, з,, ©), 
когда *, стремится к Г. (1, <, ©) справа, а также соответствующее пре- 
дельное раъенство. 

Введем обозначение 


© (2, 2, , @) = аз | — \ © (2, =, 3; 996) р(з, У) 
1, (чт, 6) 8 
+ }(.; 2, 5, 49) р УРб, у, 6) |. (19) 
е* (3) 


Теперь только что упомянутое предельное равенство можно предста- 
вить в виде 


Ф (1, 2, <, @) =®[1, 2, 2 (1, *, 6) 0, ©] 9 (1, х, =, 6). (20 
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Предположим. далее, что множество @ принадлежит семейству 3}, 
содержится в множестве се (<) и не имеет ни одного злемента, содер- 
жащегося ве (1, *). Рессмотрим возрастающую последовательность чисел 
1=Ь В, &., .... имеющую пределом <, и обозначим через 6 наибольшую 
из разностей #.—41.-,; каждому интервалу 1-,<з< 4 приведем 
в соответствие совокупность @, всех элементов х множества ©, для 
которых выполняется условие 4&,-, < Т (&, х, 24) < Ц, полагая 
= (+, ®, 6%, Ц=ИЫЬ х, 6». Тогда в силу равенетва (20) 


в (2, т. , ©) = Хо (6 2, +0, ФЕ Х 9 (Е, 2, <, Фь. (21) 
К=1 К=1 


Рыясним. во что ‘обращается последнее равенство в пределе, когда 
$ стремится к нулю. 

Рзяв положительное число х и применяя соотношение (3’) для од- 
ного из непустых множеств последовательности ©,, ©.,..., получим 


6 (2, т, и -Ра; ©к) = \ е (Е, 1%, Г, а%,)® (1, у, Гк-а, ©®. 


е (1) че (1) 


Событие, соответствующее вероятности в (1,, у; [. + а, ©»), очевидно, 
предполагает изменение состояния до момента времени Г,--х, если 
УС 6; то же можно сказать в случае, когда ус. Ее (1) 8е (1,), ибо 
тогда величина Т (#, х, 9), содержащаяся в интервале 1. << Г., больше 
1.. Из последнего равенства в силу соотношений (8’), (9") и (12) вы- 
текает 


ага = \ Ес, а, [Кр (в, у, @) 4-Е, (Г,— 1.) ] 
откуда . ) 
аби, [Н0, бе 1.) \ Е (2, 4%) [КР (5, у, ©) 
а вы Е (22) 


где 1: < 5 < [. 

`’Точно так же можно доказать, что последнее неравенство остается 
в силе, если в нем @, заменить разностью @„— @ь, где @ь — совокуп- 
ность элементов х множества @‚, для которых Т (1,т, 1) =Г,. Заметим, 
кроме того, что, в силу свойства ТУ функции ®(Ь тт 0), 
® (1,52, [.--0, ©,) =0 и, следовательно, неравенство (22) сохранится 
также, если в правой только его части заменить @,. на фк— фк. Легко 
видеть теперь, что отношение левой части соотношения (22) к разности 
1.—1:_, стремится к нулю, если при определенном значении одной из 
величин 1,_, и {, другая стремится к ней как к пределу. Основываясь 
на последнем обстоятельстве, а также на свойстве УПЛ функции 
® (1, х, *, ©), нетрудно доказать методом сведения к противоречию, что 
первая сумма 5 (1. т, ©), входящая в равенство (24), стремится к нулю 
вместе с 2. 
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Действительно, прежде всего, аналогичная сумма, относящаяся 
к интервалу Г =1, <5<т и множеству @,., | б..-..., в силу (12), 
сколь угодно мала, если достаточно мала’ длина этого интервала (неза- 
висимо от закона его подразделения). Допустим теперь, что для неко- 
торого положительного числа в при определенном к = 1. сумма 


5(Ы Г, о, Но: +... бю=о(ь 2, +0, 6.) ®(Ь х, Г, +0, &,) + 
+... Но (Ь х, [.-0, ©,) 
путем надлежащего подбора точек деления &, 1, .-., р. МОжет быть 


сделана больше = при сколь угодно малом 8. Тогда существует по- 
следовательность интервалов а, < $5<6,, где ё < а 9 


ГЕ 
>6,>....6, —а,= —„-. причем конечная сумма, аналогичная сумме 


п 9% 
ее. соответствующая интервал а, <3<6, и совокупности эле- 
я 7 > п п 
ментов х множества ф, для которых а, <Т (+, т, 1) <, может быть 
1 
ВАС 
стоянное положительное число, меньшее з). Этот вывод, однако, приво- 
дит к противоречию, ибо, принимая во внимание указанное выше 


свойство неравенства (22), свойство УПТ функции в (&, х, *, ©) и пол- 


‘ную аддитивность мажоранты # (5, 0), нетрудно обнаружить, что суммы 


сделана большей, чем при сколь угодно малом 6 (з, — любое по- 


ое. О <) ©] и 5 [с, вв, е (с, *) © —е(6,, *) ©], 


где с— общий предел ал и 6, при п-> <<, будут при неограниченном 
возрастании п бесконечно малыми более высокого порядка, чем разно- 
сти 6, —а,, нозависимо от закона подразделения соответствующих им 
интервалов. 

Возвращаясь к равенству (24), мы можем утверждать, что другая 
входящая в него сумма имеет определенный предел, когда 8 стремится 
к нулю. Этот предел будет некоторой вполне аддитивной функцией -- 
интегралом в смысле Колмогорова от функции ©, распространенным на 
множество ©. Основываясь на том, что функция ® представляет с0б0ю 
‘разность двух неотрицательных полуаддитивных функций множества (*), 
можно было бы доказать существование этого интеграла непосред- 
ственно, понимая его, как предел соответствующей суммы в смысле 
'Моог”а (7). Однако этот результат был бы менее силен, чем полученный. 
Равенство (24) в пределе, когда 6 стремится к нулю, принимает вид 


С $ , 
ш (1, 2, <, @)= \ 9 (1, 2, <, 96). (21') 
8 
Теперь мы можем сформулировать следующий основной результат: 
те) 
Пусть выполняются условия: —Т<1<*<Т,+С%, © Ы— 
этогда функция в (1, х, *, ©) Удовлетворяет интееральному уравнению 


в (&, 2, 1, @)=Е[л,е(1,*) 6] -Н\ 9 (@, 1, *, 40), (23) 


6>.—> 


{24 В. М. ДУБРОВСКИЙ 


где функция © определяется равенством (19), в котором под е* ($) нужное 
понимать какую-либо из зависимостей е (5) ае ($) или ве ($). 

В самом деле, положим ©) = @ [ве (=) —е(®, *)], фо = 6-е (1, *), б&= 
= © [9 — ге (<)]. Для множества фи) уравнение (23) удовлетворяется 
согласно только что доказанному; лля множества с» это уравнение 
удовлетворяется также и может быть получено из равенства (18) путем 
предельного перехода при <,—>#--; наконец, для множества ©сэ, урав- 
нение (23) обращается в очевидное тождество,—следовательно, оно 
справедливо и для всего множества ©. 

Перейдем теперь к доказательству существования и единственности 
решения уравнения (23). 

Определим последовательность измеримых и вполне аддитивных 
функций ®, (1, 2, <, 0) следующим образом. Обозначим через ©, (&, х, *, <} 
левую часть равенства (19) при ®«=,„, положим | 


ча, о) =ЕВ ее ой (24) 
Е \ Эа (Е, г, *, 46) (п=0,1,2,...). (24) 
© 


Для вариации У, ($, #, *, ©) функции о, (1, т, <, ©) на множестве © 
‘имеет место оценка 


У, я, *, © = = (2 К)". (2 


с 
= 


Действительно, предполагая эту оценку верной при некотором п, не- 

трудно доказать существование интеграла, определяющего ®„!4, пред- 

ставляя ©, (1, Хх, х, ©) в виде разности 9 (1, т, *, ©) — 9 (1, х, *, ©) 

неотрицательных полуаддитивных функций путем подстановки в правую. 
. С Е 

часть равенства (19) вместо ® разности У„— У», где Ув = (У, -®,), 


И 
и 
о. (7, —®,). Каждая из полученных в результате этой подстановки 


функций 9, и ©, не превосходит соответствующего значения вполне: 
аддитивной функции 


9%, 1, с, @) == 


ый \ 45 [у возр ФН \ У, (#, 2, 3, 4%) Р ($, у, 8) |, (26; 


е* (5) 


откуда и вытекает существование интеграла, определяющего ®„.1. Не- 
трудно убедиться, что каждая из величин | ©, ($, х, т, ©), [чим (8; %, *, ©) | 
и Уи (Е, х, “, ©) также не превосходит соответствующего значения 
функции (26), которое, очевидно, в силу (25) не больше 

(И м 

ег (2) 
Ееравенство (25), верное при п=0, доказано, таким образом, и вообще. 

Ряды 


® = У, ® = уе == ИЯ (27) 
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будут, следовательно, равномерно сходящимися. Из предотавления функ- 
ции ©, в виде разности неотрицательных, полуаддитивных функций 


[®.>) 
Эни 9, и из сходимости ряда У И, вытекает, что функция @ может 


и 
быть также представлена в виде разности аналогичных функций ©’ и ©", 
причем интегралы от последних в смысле Колмогорова относительно 
© и конечны. В силу этого в таком же смысле будет интегрируемой 
и функция 9. 

Докажем теперь равенство 


\ © (1, <, *, а0)= У \.9,. (2 2, <, а@). (28). 
© п=0 @ 


`Гак как |9,| не превосходит вполне аддитивной функции (26), то 
В 59, а следовательно, также и { Вм ($, <, *, 46) не превосходят 
по абсолютной величине вполне Е Ы функции, получающейся 
путем замены в правой части равенства (26) У, на у Т,- Но в резуль- 


п= 
тате этой замены получается функция, которая в силу оценки (25) не 
превосходит выражения 


со (5—6 ны 
Х ела @ЮН, 
в=мМ 


и, следъььательно, при неограниченном возрастании Л стремится к нулю. 
"Тем более это справедливо для { Ам (1, х, *, 464), откуда и вытекает 
@ 


равенство (28). 

Суммируя почленно равенства (24) и (24') при п=0,1,2,... и про- 
‘изводя аналогичную операцию с равенствами, определяющими функции 
©„, убеждаемся, что функции ® и 9, выражаемые рядами (27), связаны 
‹оотношениями (19) и (23). А, 

Предположим, что существует вполне аддитивная функция ® (1, т, 5, ©), 
отличная от построенной функции ®, удовлетворяющая уравнению (23) 
и обладающая тем свойством, что ее вариация относительно © на мно- 
жестве 9( будет функцией от <, суммируемой в интервале —7Т<*<Т. 
Разность «—® должна удовлетворять соответствующему однородному 
уравнению; таким образом, вариация И’ (1, х, <, ©) этой разности на мно- 
кестве @ не превосходит ‘результата замены в правой части равенства 
(26) У„ на И’. Из последнего обстоятельства следует, что 


УИ (1, 1,1, ©) < 2К \ И! (1, 2, 5, 1) 45; 
1 
‚отсюда при помощи индукции легко вывести неравенства 
У 
Ур 2, <, 8) < ЧТ (ку \ У (5, $, 4$ (п=0,1,2,...), 


т 
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из которых, наконец, вытекает тождественное совпадение функций 
ши о. Существование и единственность решения уравнения (23) дока- 
заны. 

Обратимся теперь н разэешимости уравнений (16) и (16’). Обозначим 
через Т* (1, *, х) нижнюю грань значений $. из интервала {<$<х, прн 
которых элемент х не принадлежит множеству е ($), полагая Т* (&, *, 5) = т, 
если такие значения $ отсутствуют. Как и в аналогичном случае, рас- 
смотренном выше, легко убедиться, что функция Т” (1, 1,5) ивмерима 
по т относительно 9}. 

Теперь можно сформулировать следующий основной вывод по отноше- 
нию к исследуемой вероятности ® (Ё, 5, *, ©): 

Пусть выполняются условия: —-Т<1<*<Т; СХ, 6©С 9, тьгоа 
функция ® (Е, х, <, ©) удовлетворяет интегральному уравнению 


® (м, т, ©) =Е[ае(&*) о] 
К) 


о 48 р (5, а [6 (5,2, <, ©) — \ Ра. х, а) о ($, у. т, 6) ], (29} 
е** (5) : 


гбе под 2” ($) нужно понимать какую-либо из зависимостей ае {<} 
ие(5) ве ($). 
В самом деле, если С 4е(!), то последнее уравнение получается 
в результате почленного интегрирования уравнений (16) и (16’); если же 
х С 4е(1), то уравнение (29) обращается в очевидное тождество. 
Перейдем теперь к доказательству существования и единетвеннозт 
решения уравнения (29). Определим последовательность измеримых 


и вполие аддитивных функций ©, т, ВИ. следующим образом: поло- 
жим 

а а (20) 

Те т,х) ) 

Фниа (1, 2, т, <) = — \ @$ р (5, =) | «5, т, 5, ©) — | 

1 

я г (30' 

о Ра вы, 6) |, 2). 


(**\ 9) 


Применяя метод индукции, из последних равенств легко вывести оценку 


ми Е | 
< а (ученая ано (51) 
следовательно. ряд 
со 
Е ей (32) 
п=0 


абсолютно и равномерно сходится. 

Суммируя почлечно равенства (30) п (30°) при п=0,1,2,... и изме- 
няя порядок интегрирования и суммирозания, приходим к выводу, что 
определенная рядом (52) и равенствеми (30) и (30’) функция ®* будет 
решением уравнения (29). 
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Предположим, что существует функция о" (1, т, *; ©), отличная от 
построенной функции ©", удовлетворяющая уравнению (29) и обладаю- 
щая тем свойством, что ее верхняя грань, соответствующая всем х С 9, 
будет функцией от #, суммируемой в интервале —Т <1<Т. Так как 


разность 6” — ®* удовлетворяет уравнению, получаемому из (29) путем . 
отбрасывания первого члена в правой части, то для ворхней грани 


М (1, *, ©) этой разности, соответствующей всем хС. 9, имеет место 
соотношение 


М (&,*, @<эк\ М (5, ‹, ©) 45, 


р 
откуда, применяя метод индукции, нетрудно вывести неравенства 


т 
не. ПЕ 
М (т) < СОК \ м(», *, @) 4 (050.0, за 
-т 
Из этих неравенств вытекает, что М (т, ©)=0 п, ледовательно, 
в". 
Существование и единственность решения уравнения (29), таким 
образом, доказаны. 


Поступило 
6. П. 1943 
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у. РОВВОУЗКУ. ТМУЕЗТТСАТТОМ ОЕ РОВЕГУ 015С0МТЕХ000$ 
ВАХООМ РВОСЕУЗЕ$ ВУ МЕА № ОЕ ТУТЕСВо-ОТРЕЕКЕМТТАГ ЕФПОАТГО №5. 


ЗОММАНУ 


Опуеп а зе 9% о{ е\етепфз х ап4 а {аш!у 9} оЁ зеёз лаеа4еа пт 9%. 
А еехелёз о? 9; % изе]{ эп $Ъе уо1@ зе Беопо 10 9}. Тье Пиаие 
ава 4№е епитега]е зитз аз \еП аз \Ъе 41Метгепсез оЁ зеёз Б@опятя 
40 $96, г1зо реопе $0 94. Шеф е(5) Бе а зеё 1тош 9}$ $Ваф Череп4з оп фе 
ие $. Т.е, ГагбЪег, е (&, ) =Пе (5) С 9}, \Ъеге 4Ъе ргодис® 15 фаКеп оуег 
ап агрбтагу ттфегуа| {< $5< т. 
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Геё 5% ре «а Зрто» тоя 4ВгоаоЪ {Ве аБзгась зрасе 9%. % 13 зир- 
- розе4 40 Бе шяап Йу фтап{еггед гот еетепф фю @етеп а Пице пиш- 
Бег о! Иез дите ап этЬИтагу Ите-егуа1. Тре ргораб у р, (&, х, <) 
(аб \, Бешо оп х ак \Фе шошетф &, мощ свапзе Из розоп ехас у 
‘опсе Бе{оге {Ве шотшер\ л, 13 ехргеззе ру {Ве едла11бу (1), мЪеге р (1, 2) 
18 а роппаей Гапсйоп, сопло 11 Ё ап@ шеазагае 1 5 \ИВ гез- 
рес6 № 9% апа =(Е, х, *) 13 Бошп4ед ап %феп@з 10 2его 28 3—Е- 
от #-—>*—. те 

Тре ргобаь 16у 2% %, 1еауша 1е е@ететф х 5% №е шотепф &, \о19 
ре фтапз{егге@ имо 43е зе @ а \\е заше шошепф, 13 4ефегиииед Бу 
а апойоп Р(Ё, х, 6) сопйпиои8 Ш { эп шеазигае 11 х \И® гезресь 
40 9%. 1426 Ж Ье оп х аё Ме шошепё #. Оепойе Бу ®(Ь, 2х, 1, 6) Ме 
ргобаб бу $Ваё ХФ уса Бе оп &Ъе се @ а $Ъе шошепё л ап {Ъаё ав 
еуегу шотепё $ зась Иа { < $5 <т %Х мощ Бе оп а ргезсгабе@ зеё е ($) 
Черепдтя оп $. 1.6, Гагёфег, %Ъе зеёз а4е(1) апа &е (1) Бе дебпей Бу Ве 
ефаг]11ез (13). | 

Уе ргоуе ш №13 рарег {Таб ФЪе ГипсМоп ‹ (&, х, <, ©) зайзЙез фЪе 
едлайотз (14), (14’), (16) апа (16’). \Уе фаЕе {1е г1е\-Бап@ делуайуез 
‘1и едиамонтз (14), (16) ап. 1Ъе ]ей-Варп4@ дедуайуез —11 (14’), (16’). 
Тре 1пберга!з аге 40 Бе ипаег5оо@ зп Гефезеце — ме ез” зепзе. Моге- 
оуег \е. ргоуе Веге $126 {Безе сечаамопз гедасе $0 зоше ицерга|! ефла- 
(100$ ФТаф сап Ъе зо] уе Бу зассеззуе арргохииа 101$. Те иплачцепезз о{ 
{Ве зо опз 13 ао ебаБизвеа. 

Тре и\ерга]! едааЙопз соггезропд1то $0 фе едиайопз (14) апа (14’) 


„‚аге ехргеззей ап4 збае4 ру шеапз о{ 1п6еога|$ 1п фе зепзе о? КоШпо- 
оотой. 
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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГТЕТ1М РЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ $С1ЕМСЕЗ РЕ 20В$5 


Серия математическая 8 (1944), 129—138 5ене таФетайдие 


И. А. ВАЙНШТЕЙН и Я. М. КАЖДАН 


КОНЕЧНОКРАТНЫЕ НЕПРЕРЫВНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ. ПОоВЫ- 
ШАЮЩИЕ РАЗМЕРНОСТЬ 


(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым) 


В работе изучаются ядра точек при нерерывных конечнократных 
отображениях, повышающих размерность. 


Нашей задачей является изучение свойств отображений } простран- 
ства Х на пространство У, при которых происходит повышение раз- 
мерности. При этом во всей рабоже мы понимаем под «пространством» 
метрическое пространство со счетной базой, а под «отображением» — 
непрерывное замкнутое отображение. Р этой области имеются следующие 
основные результаты. 

Пусть пространство Х отображается на пространство У. 

Назовем кратностью [№(у) точки УЕУ мощность множества 
}! (4); кратностью точки ХЕХ — мощность множества }—(4), где 
у= (2). Если кратность всех точек конечная, то отображение назы- 
вается конечнократным; если кратносчь всех точек < п и име- 
ются точки кратности п, то отображение называется п-кратным. 

Нигеуйс2’ем (') и ЕРгеидеп\Ва!’ем (?) доказаны следующие теоремы: 

ТЕОРЕМА. 1. Пусть при конечнократном отображении } про- 
странства Х на пространство У имеем @т У —дт Х=п. Тогда 
число различных значений, принимаемых кратностью № (у), по_ крайней 
мере равно п- 1. | 

Эта теорема может быть усилена, если Х удовлетворяет условию: 

(®) Каждое нигде не плотное в Х замкнутое множество имеет раз- 
мерность меньшую, чем все пространство Х (или, что то же самое, 
всякое замкнутое в Х множество, имеющее ту же размерность, Что и 
Х, содержит открытое множество). 

Именно: 

ТЕОРЕМА 2. При условии (а), если Ани У — 4 Х =п> 0, то число 
различных значений, принимаемых кратностью р. (у), по крайней мере 
равно п-- 2. [Нагеу1ст (“)]. 

Наконец, 

ТЕОРЕМА 3. Пусть д Х=п, ам У=т > п и полный прообраз 
каждой точки УЕУ нульмерен. Тогда множество У’, точек простран- 


430 И. А. ВАЙНШТЕЙН к Я. М. КАЖДАН 


ства У с кратностью вь (у) =Ё для всех К<тр—п--1 по крайней мере 
(п—А--1)-мерно: Чт У, > т— Е+-1 [Етгеадеп\4Ва1 (°)]. 

Более полное изучение отображений, повышающих размерность, 
требует введения следующего понятия*: 

Ядром данной точки УЕУ при отображении } называется множе- 
ство АС} (у), удовлетворяющее следующим условиям: 

1° образ любой окрестности П (А) множества А содержит у, как 
внутреннюю точку; 

2’ някакая правильная часть А не удовлетворяет условию 15. 

Без всякого труда убеждаемся в справедливости следующей теоремы: 

ТЕОРЕМА Г. Каждая точка 6ЕУ имеет по крайней мере одно 
ядро. 

Доказательство. Достаточно показать, что полный прообраз 
1 ' (6) каждой точки БЕУ удовлетворяет условию 1°. Гозьмем произ- 
вольную окрестность ( множества }—! (5). Так как } замкнутое ото- 
бражение а Х`\\И — замкнутое множество, то ](Х\\И)=В есть 
замкнутое (в У) множество, не содержащее точки 6. Поэтому УЗО 
есть окрестность точки 5. Если бы существовала точка х, принадле- 
жащая }1 (УЗ В) и Х\О, то }(2) ЕУ\ В и [(х)ЕВ, что нелепо. 
Поэтому 

Рав) = 


(УХ В)СИ и 1 (()>У\В, 


т. е. р —внутренняя точка множества И, что и требовалось доказать. 
Точка может иметь несколько ядер. Для данной точки всякое ядро 
наименьшей мощности называется минимальным ядром. 
Отображение } пространства Х на пространство У называется 
‘неп риводимым **, если никакое замкнутое правильное подмножество 
пространства Х не отображается при этом отображении на всё У. 
ТЕОРЕМА П. При неприводимом конечнократном отображении } 
пространства Х на пространство У каждая точка ЧЕТ имеет лишь 


одно ядро (совпадающее с множеством [-Цу)). 

Доказательство. В самом деле, рассмотрим произвольную точ- 
ку у. Допустим, что в }`(у) существует ядро АСК), АУУ). 
Пусть ХЕ} (у) А. В силу конечнократности отображения можно найти 
непересекающиеся окрестности И (1) и 0 (А). Так как А-— ядро и ото- 
бражение непрерывно, то найдется такая окрестность 0’(2) СО (+), 
что }(0’) (2) Ср (0 (4). Следовательно, замкнутое множество Х \\ 0’ (2) 
отображается на все У, что противоречит неприводимости отображения. 

Таким образом, если при неприводимом отображении #, Ана У — 
—Ч1 Х =п, то по теореме Ниге\1с2’а существуют минимальные ядра, 
мощности которых принимают п--1 различное значение. 


* Понятие введзно П. С. Алэксандровым (по предложению и под руковод- 
ством которого и выполнен) настоящэе исследование). 
** Понятие впервые введено Ю. А. Рожанской. 
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Требование неприводимости здесь существенно.‘ Легко построить 
пример непрерывного замкнутого (но не неприводимого) отображения, 
повышающего размерность на 1, при котором каждое минимальное 
ядро состоит из одной точки. 

Пример 1. Рассмотрим следующую конструкцию. В прямоуголь- 
ник АВСР, 1-го ранга, вписываем два непересекающиеся прямоуголь- 
ника 2-го ранга — АЕЁС и СНК так, чтобы стороны ЕС и НК лежали 
на одной вертикали. В каждом из прямоугольников 2-го ранга делаем 
такое же построение и т. д. Рообще в ка- 
ждый прямоугольник п-го ранга вписы- 
ваем два непересекающиеся прямоуголь- 
ника (п-1)-го ранга, примыкающие — 
один к нижней левой, а другой — к верх- 
ней правой вершлне прямоугольника 
п-го ранга и такие, чтобы их смежные 
вертикальные стороны лежали на одной 
вертикали. Пусть диаметр прямоугольни- 
ков стремится к нулю с номером п и ни 
один прямоугольник не вырождается в 
отрезок. Тогда сумма Р пересечений всех 
последовательностей вложенных друг в друга прямоугольников, будет, 
очевидно, нульмерным компактом. 

‚Рассмотрим вертикальную проекцию множества Р на отрезок АР. 
Образом Р при этом отображении будет весь отрезок АД. Это будет 
двукратное непрерывное отображение, причем множество М двукрат- 
ных точек счетно (М состоят из проекций вертикальных сторон 
прямоугольников). Так как отображение неприводимо, то все ядра 
совпадают с прообразамм. 

Такую же конструкцию повторяем в прямоугольнике А’В’С’О’, рас- 
положенном точно над прямоугольником АВСО, причем так, чтобы 
соответствующее множество М’ (двухкратных точек) не пересекалось 
с М. Этого можно достигнуть благодаря счетности М и М’. Получен- 
ное множество обозначим через Р’. При отображении Р;|] Р’ на АБ, 
очевидно, все минимальные ядра состоят из одной точки. 

В дальнейшем нам придется пользоваться следующим тривиальным 
замечанием. Пусть дано замкнутое отображение } пространства Х на 
пространство У. Пусть В — произвольное множество пространства У 
п АЕР\(В). Тогда отображение } пространства А на пространство В 
замкнуто. Пусть, далее, С — замкнутое множество пространства Х и 
р=}(С). Тогда отображение } пространства С на пространство В зам- 
кнуто. 

Рассмотрим частный случай (п--1)-кратного отображения, при 
котором размерность повышается на п. Имеет место следующая 

ТЕОРЕМА ПГ. Если при (п-\1)-кратном отображении } про- 
странства Х на пространство У, Чт У— аш Х=п, то при любом 
Е=1,9,..., ПА среди точек кратности К имеется по крайней мере 
одна точка у, минимальное ядро которой совпадает с полным прообразом. 
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Обозначим через У^ множество точек кратности Ё'и через У, — мно- 
жество точек кратности > №. Как известно (*), У, при любом Ё пред- 
ставляют собою множества типа Ес. Рассмотрим множества Х* =} (у'). 
Пусть (ХХ) =У”. 

ЛЕММА 1. При предположениях теоремы ПТ, 


Чт У = У, 


Доказательство. В самом деле; У\У*С У,. При отображении 
множества }'(У,) на У, кратность и(у) принимает лишь п различных 
значений. Так как отображение }, рассматриваемое лишь на }'(У,), 
продолжает быть замкнутым, то по теореме Нигеу1с2’а 


91т У, < ана } *(У,) п —1<аю Х+п-—1. 
Следовательно, и 
41 (УМ У*) < аш Х+п—1<аму. 


Так как У\У* и У* суть множества АР; и У=У" О (У\7”),. то по 
теореме сложения 
валил Иа, 


ЛЕММА 2. Пусть при конечнократном отображении } простран- 
ства Х на пространство У имеем @тУ— ат Х = п. Пусть хЕХ' 
и }(2) =9. Тогда множество {}`(у)`\\ т} не содержит ядра. 

Доказательство. Докавываем эту лемму от противного. Пусть 
{71 '(у)\=] содержит ядро А. Возьмем непересекающиеся окрестности 
И (А) и 0(х). Так как А— ядро и отображение непрерывно, то суще- 
ствует такая окрестность И’ (2) СО (<), что [(0’(5)) С} (0 (4)) и, сле- 
довательно, /(Х`\0О’ (2))=У. Но так как хЕХ', в 0' (2) войдут 
точки кратности 1. Образы этих точек не войдут в /(Х\\ О’ (2)). 
Получаем противоречие. 

Доказательство теоремы 111. Допустим, что теорема ПТ не- 
верна, т.е. что при некотором К для всех точек уЕУ^ каждое мини- 
мальное ядро имеет мощность, меньшую А. Тогда из леммы 2 следует, 
что ний один полный прообраз точек уЕУ”* не войдет в Х'. Следова- 
тельно (обозначив через У; множество точек уЕУ*” кратности > №), 


при отображении Х’ на У* имеем 
7% 
о Е (1) 


При непрерывном замкнутом отображении } множества Ё* (Уз 1) 
на У,!1 кратность принимает лишь п—Ё--1 значений. Поэтому по 
теореме Натеху1е7’а 


Чо Ук < ани [* (Ук) + п —Е <а Х+и—&=ащтУ- = (2) 


С другой стороны, рассмотрим отображение Х' на У’. По тео- 
реме ЕгеадеТ ая 


а Ух > див У* —Ё-4. 
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Следовательно, по лемме 4 
91т У, > аш У—А-1. (3) 


При сопоставлении (1), (2) и (3) получается противоречие. Теорема [П 
доказана. 


Пример 1 показывает, что требование (п--1)-кратности отображе- 
ния существенно. 

В случае, когда пространство Х удовлетворяет условию (%), а про- 
странство У размернооднородно, имеет место 

ТЕОРЕМА ТУ. Пусть пространство Х удовлетворяет условию (°.); 
если пространство У размернооднородно, Чт У — Чт Х=в и Г есть 
(п-- 2)-кратное отображение Х. на У, то мощность минимальных 
ядер принимает (п--2) различные значения. 

ЛЕММА 3. Если пространство Х удовлетворяет условию (9) и 
А — множество типа Ес в Х, причем длт А= а Х, то А такоке удов- 
летворяет условию (а). 

Доказательство. Пусть В замкнутое, нигде не плотное в А 
множество. Так как А — множество типа Р., тои В есть РЁ вх. 


со 
Пусть В= (0 Е,, где все Е, замкнуты в Х. Так как В нигде не плотно 
п=1 


в Аи тем более в Х, то и все множества РЁ, нигде не плотны в Х. 
В силу того, что Х удовлетворяет условию (я), для всех п=1,2, ... 
имеем 41т Р, < дна Х. Следовательно, по теореме сложения фм В < 
< фм Х и так как фи А= а Х, то аш В < амА. | 

Из леммы 3, в частности, следует, что если пространство Х удо- 
влетворяет условию (<), то п всякое его замкнутое-или открытое мно- 
жество той же размерности, что и Х, удовлетворяет условию (а). 

Как и раныше, рассматриваем Х*=}*(У) и Х*. 

ЛЕММА 4. В предположениях теоремы ТУ имеем: 1° }(Х')=У, 
2° отображение Х' на У неприводимо. 

Доказательство. Утверждение 2” непосредственно следует 
из того, что в каждом открытом в Х' множестве 0 имеются точки 
кратности 1. 

Докажем утверждение 1”. Пусть /(Х)=У*-+У. Тогда У\У*— 
непустое открытое множество. Для множества С =} * (У`\У*) имеются 
две возможности: | 

1. а С =а1 Х; следовательно С, как открытое множество той же 
размерности, что и Х, удовлетворяет условию (о). 

2. 1 С=аш Х — 1. 

Так как аш (У\У*) =9пУ, то в обоих случаях для отображе- 
ния С на У\\У* кратность (у) должна принимать (п--2) различных 
значений. Но это не выполняется, так как в У\\ У” не входят точки 
кратности 1. 

ЛЕММА 5. В предположениях теоремы ГУ единственным ядром 
произвольной точки УЕУ при отображении Х на У является полный 


прообраз этой точка в пространстве Х’ (при отображении Х' на У). 
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Доказательство. Обозначим через А полный прообраз точки 
у при отображении Х: на У. Так как отображение Х' на У непри- 
водимо, то А является‘ ядром точки у при этом отображении. Из того 
что Х'! отображается на все пространство У, следует, что множество 
А продолжает обладать свойством 1” (в определении ядра) и при ото- 
бражении всего пространства Х на У. Всякое отличное от А подмно- 
жество ВС. /'(4у), обладающее свойством 1”, содержит А. Действи- 
тельно, если бы В не содержало А, то нашлась бы точка хЕА, тЕВ, 
т.с. хЕХ' и множество {['(у)\ 2} содержало бы ядро В. А это про- 
тиворечит лемме 2. 

Доказательство теоремы 1У. Возможны два случая: 

1° аш Х'=апа Х, тогда Х', как замкнутое подмножество про- 
странства Х той же размерности, что и Х, удовлетворяет условию (4); 

2° аш Х' =аа Х —1. 

В обоих случаях по теореме Ниге\му1е2’а кратность в(у) при ото- 
бражении Х' на У принимает п--2 различных значения. В силу 
леммы 5 и мощность минимальных ядер принимает п-|- 2 различных 
значения. 

Рассматривая доказательства лемм 4 и 5, без труда убеждаемся, 
что выполнены и следующие предложения: 

ЛЕММА 4’. Если при (п-\)-кратном отображении } простран- 
ства Х на размернооднородное пространство У, атУ ЯатХ=п, 
то 1° }(Х')=У, 2° отображение Х' на У неприводимо. 

ЛЕММА 5’. В предположениях леммы 4’ единственным ядром про- 
извольной точки УЕУ при отображении Х на У является полный 
прообраз этой точки в пространстве Х' (при отображении Х* на 5)» 

` Из лемм 4 и 4’ следует, что если ири (п-+ 1)-кратном отображенин 
пространства Х [соответетвенно, при (п- 2)-крахном отображении про- 
странства Х, удовлетворяющего условию (%)] на размернооднородное 
пространство У, имеем 4 У —4ш Х=и, то существует лишь одно 
замкнутое подмножество Х, неприводимо отображающееся на У, а 
именно Х'. Действительно, во всякое замкнутое подмножество Х*С-Х, 
неприводимо отображающееся на У, должно войти Х' и, следовательно, 
чех отображается неприводимо на У. 

Леммы Би 5’ показывают, что при таком отображении каждая 
точка УЕУ имеет лишь одно ядро — множество }!(у) Г] Х*. 

ТЕОРЕМА У. Если при конечнократном отображении } простран- 
ства Х на пространство У, атУ— Чт Х=ип, то можно найти п 


точек т, т. ..., 2,, отображающихся в одну и ту же точку 
уи=](2) (=1,2,..., п), и открытое множество П, содержащее 
все точки п, Хх, ..., Тв так, что. у не является внутренней точкой 


множества }(0). 

Замечание. Эта теорема представляет собою усиление теоремы 
П. С. Александоова, утверждающей, что при конечнократном откры- 
том отображении размерность не повышается. 
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ЛЕММА 6. Пусть дана сходящаяся последовательность точек 
УтЕУ, Иту„=у, У Ум ни для одного т. Тогда верхний топологи- 
ческий предел Т последовательности множеств }-* (ут) не пуст и при- 
надлежит }' (у). 

Доказательство. В самом деле, если бы Т было пусто, то 
сумма всех множеств ]`(у„), т=4, 2,..., была бы замкнутым мно- 
жеством А, тогда как '/(А)={у,, у,, ..., Ум ...} незамкнуто, что 
противоречит замкнутости отображения. Что касается утверждения 
Те] ' (у), то оно следует из непрерывности отображения. 

Доказательство теоремы У. Предположим, что теорема не- 
верна. Это значит: Пусть у— произвольная точка пространства У. Ка- 
ковы бы ни были точки х,, т, ..., х,, взятые в }*(у), и каково бы 
ни было открытое множество И, содержащее эти точки, точка у есть вну- 
тренняя точка множества / (0). Это предположение (которое будем на- 
зывать основным предположением) надо привести к противоречию. Для 
этого прежде всего выведем из него следующее утверждение: если 


Х*=] (У), то (при любом К) каждая точка замыкания ХЁ имеет 
кратность не большую, чем Е+п—1. 


В самом деле, пусть 2,6 Х*”. Полагаем у=}(т,) и предположим, 


что в (у) > Е- п. Очевидно, т, Е Х*. Рассмотрим последовательность 
ж\, пох” =а,, "СХ, (т=1, 2,...). Выберем ‘ее `так, чтобы 
(ат) Е }(27”), если т’ == т’’. Обозначим }(х") = у". Тогда И у" = у. 
Если Ё=1, то построение на этом кончается. Если же К>1, то 
в каждом множестве } *(у”) выберем по точке х/ так, чтобы хп =Е хт 
для` любого т. 

В силу леммы 6 множество веех точек {17} имеет хотя бы одну 
предельную точку х,, }(2,)=у. Выберем подпоследовательность 27°, 
1 172 =1,. Для последовательности у" =](1у°), Шт у" -=у. Если 
&=2, то построение опять закончено. Ебли же К>2, то в каждом 
множестве }` (у”) выберем по точке 2/з, отличной от 272 и 2. Из 
множества всех точек {2"*} выберем последовательность 21, пп 17 =х,, 
1(17з) = у", /(1.) =У и т. д. После Ё шагов получим А последователь- 
ностей: 


Им), ей ее, ту, 7 (1,) =} (т,) 


... =/@0=у. 


Заменим теперь т, через т. Получим последовательности: 


т 
о о Яр 


т. е. дГ->х, для всех #<, причем 


(ат) = (ар)= ... =Наи)=у” 
для всех ти 
(=) =] (2) = ... =/ (2) =У. 
Среди точек. 2., 1,,..., д, могут быть и совпадающие, но 


а-я литесли: гу 
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Так как все точки д"ЕХ*, то множество А’ точек {хт, хт, ..., дк} 
при любом т является полным прообразом точки у”. 

Обозначим через. А’ множество, состоящее из всех точек 
‚2, ..., бо и положим А=}'(у)\ А’. В силу предположения 
в (у)> Е-+ п множество А содержит не менее, чем п точек. Выберем 
непересекающиеся окрестности ПО и 0’ множеств А и А’. В силу на-. 
шего основного предположения точка у будет внутренней точкой мно- 
жества }(0). Следовательно, существует такая окрестность И”С- 0’ 
множества Д”, что }(0”) С 7(0). Таким образом, множество Х`\0” ото- 
бражается на все У. Но в 0” содержитея при некотором т все мно- 
жество Аш, т. е. полный прообраз точки у. Получается противоре- 
чие, доказывающее формулу в (у) < + п—1. 

Теперь уже нетрудно привести к противоречию наше основное пред- 
положение и тем доказать теорему У. 

Рассмотрим множество Х,=}'(У,). На нем отображение остается 
замкнутым и непрерывным. В силу только что доказанного множество 


д 


Х* и тем более относительное замыкание Х* множества Х* в Хх может 
содержать лишь. точки кратности <Е-+пр—1. Так как, с другой сто- 
`роны, а Хь, то кратность любой точки множества Х* не меньше К; 
итак, кратность произвольной точки ра равна одному из чисел: 
А, Е, ..., п 4. 

Пусть 7*—=}(Х”). По теореме Нигеуют”а 


аз 7 < ао Х*-- п— 1 <аХ-+п-—1. 


Так как множество У» типа Ёо, то и множества Х,, Х№и У* также 
тина Ро при любом К. Очевидно, У=У^. По теореме сложения 
; тео] 


9 т У< аш Хп—1, 
а это противоречит условиям теоремы У. Основное предположение 


этим опровергнуто и теорема У доказана. 


Все работы, посвященные исследованию отображений, повышающих 
размерность, дают необходимые условия, выполняющиеся при такого 
рода отображениях. Никаких достаточных условий пока нет. 


Приведем пример неприводимого двукратного отображения нуль- 


мерного компакта на нульмерный ке компакт, при котором множество 
точек кратности 2 всюду плотно. 


Пример 2. Пространство Х есть канторово совершенное множе-- 
ство. Строим отображение пространства Х в сегмент [0, 1] следующим 


образом: 
1.(0)=0, (1 =1. 
. Концы смежного интервала 1-го ранга отображаются в одну точку 
>. Концы смежных интервалов 2-го ранга переходят в концы интер- 
1 4 2 5 
валов (=, = и (3, о причем порядок точек на прямой сохра- 
няется. Пусть отображение определено уже на всех концах смежных 
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интервалов рангов <п— 1. Тогда на концах смежных интервалов ранга 
п отображение определяем так. Пусть (а, 6) — произвольный смежный 
интервал ранга п и с (соответственно, 4) — правый (соответственно, 
левый) конец соседнего с (а, 6) слева (справа) смежного интервала 
меньшего ранга (возможны случаи с=0 или 4=1). Пусть }(с) =“, 
1 (а) =В. Тогда полагаем 


1(а)=}(5) == - В при п нечетном 


(а) ЕР, 16) =“ при п четном. 

Этим, по индукции, определено отображение на всех точках Х пер- 
вого рода. На точки второго рода отображение распространяется по 
непрерывности. 

Очевидно, образом пространства Х будет совершенное нигде не плот- 
ное множество, лежащее на отрезке [0, 4], т. е. нульмерный компакт. 
Отображение непрерывно и неприводимо. Точками кратности 2 в про- 
странстве Х являются все концы смежных интервалов нечетных ран- 
гов, и они образуют всюду плотное множество. 

Поступило 
20. ХИ. 4943 


ЛИТЕРАТУРА 


* Нигемтс2 У., Оъег апеоз1опзегибВепае з4ейве АБОПаиовеп, Тоиги. Ёаг го?пе 
ип4 апреу. МаетайК, 169 (1932), 71—78. 

2 Егеиаеп$Ва1 Н., Оъег а тепз!опзегнбВенае з4ебре АБЬИаипреп, ЗИзливзЬег. 
4. Ргеизз. АКа4. 4. \У/1вз., У (1932), 34—38. 


4. УЕГУЗТЕГХ, У. КАЗОАМ. ЫМТЕ-МОТЛТРГЕ 60№Т1М000$3 ОТМЕМЗТОК- 
ВА1ЗТМ@ МАРРУМСЬ 


ЗОММАВУ 


\Уе шуезысафе соппиопз с10зе4 таррттз } оЁ 1№е зрасе Х ото \е 
зрасе У. Рофв Х апа У эге заррозе 4ю Бе шее зрасез’ роззеззтя 
соип4а ]е разез. Уе аге ицегеце@ ш \№е шарршяз ипдег \м1сВ \е 
Чипепз1от 13 1шегеазеЯ, 1. е. зась 1Ваф дтУ > ашХ. Ву а Кегпе] 
оГа рошф уЕУ же шеап апу 3% АС]/“(у) зайзРутз \е оПоушя 
сопалопз: 

1° Тве пасе о{ еуегу пезеьроигроо4 ИП (А) софалз у аз шпег ропй. 

2 Треге 18 по ргорег заЪзеф А, С. А зай ушя %Ве сопд1 оп 41°. 

1% 13 еазу 40 зее \№аф еуегу ро УЕУ Ваз аф 1еазф опе Кегие] {ог 
4Ве элуеп шарршо. И \\е Пице-ша ре шарршя 13 птедас1Ые, еп 
еуегу рош& УЕУ Ваз а ип1аие Кегпе], у№еь 13 (у) (а шапу опе 
тшаррх 13 за 40 Ъе Найе-шаМар]е Ш 4Ъе розег {0Ё апу }—"(у)—«е 
тир с16у оф 4Ве рошё у ипдег р)—18 а Пийе пишрег; 1% 13 итедо- 
с1Ше И Х сошатз по ргорег с1озе зарзеф тарред ото 41е увае 7). 
1% 13 еазу 40 с010зфтисф ап ехатр|е о! а тарршя гаш 4Ъе дипепз1оп 
Бу опе, {ог \сВ еуегу шшипа| Кегпе] (1. е. о# шшипа] ро\ег) соп- 
81843 ОГ а иплаче рот. 


138 1. МЕШМЭТЕМ, Т. КАОАМ 


И Гога Пице-тиире шарршо } оЁ Ъе зрасе Х опю У, 4 У— 
—9411 Х=и, Шеп, {юг апу =1,2,..., п-+-1 4еге ех1з4з 26 1еаз% опе 
роте у о# пирИсиу А засВ Маф Из ии1лаае Кегпе] со1пс14ез хим 
} * (4). \е вое 4Ваё № \Ъе зрасе Х замзЙез Зе сопдоп (<): еуегу 
зарзеф о? Х поуреге депзе ш Х 13 о{ 4ипепз1юоп 1езз 4Ъап 4па Х, фВеп 
\Ъе ромегз о? 4№е шшиоа! Кегре]$ факе оп аф 1еаз% п--2 413 06% уаез, 
упепеуег У 15 ЧипензлопаПу Потозепеомз, } 13 Паце-таШр]е ап 
941 У — 4 Х = п. 

ЕтаПу, ме Вауе те ЮПомше Теогет: 

1} } 1$ а ипие-ти пре таррте о} 1йе зрасе Х ото 41е зрасе7У апа 
911 У — 411 Х=п, Шеп Шете ел п ройиз 1,,....2, саге ато опе 
апа йе зате рт у=}(т,)=...=}(х„) ап ап ореп $е Ц сотапиптв 
а1 т,,.... ть зисй айай у 2$ по ап аппег рат о} йе зе }(0). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОЕГЕТИМ ОЕ Г`АСАРЕМ1Е РЕЗ $СТЕМСЕ$ РЕ Г0В55 


Серия математическая 8 (1944), 139—149 эзёме тафетана це 


А. И. ТИХОМИРОВ 


НОВОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОДНОЙ ТЕОРЕМЫ 0 ПРОСТЫХ 
КОЛЬЦАХ 


(Представлено академиком 0. Ю. Шмидтом) 


В работе новым методом доказывается простота прямого произведе- 
ния простой и нормальной алгебры А над К и простой алгебры В, содер- 
жащей К в своем центре, без предположения об ассоциативности А и В. 


В теории простых алгебр конечного ранга существенную роль играет 
теорема о простоте прямого произведения над полем К простой и нор- 
мальной над К алгебры А и простой алгебры В, содержащей К в своем 
центре теорема, впервые доказанная Е. Мое ег. Но затем, как пока- 
зали А. Г. Курош (') п независимо Е. Аг и С. УУВарез (*), оказалось, 
что теорема остается справедливой и для алгебр бесконечного ранга. 
При этом во второй из этих работ было найдено также строение дву- 
сторонних идеалов прямого произведения АХВ, где А и В удовлетво- 
ряют всем перечисленным условиям за исключением простоты В. 

В настоящей заметке предлагается новое доказательство этой теоремы, 
найденное еще в 1941 г. при ‘ознакомлении с работой (') в рукописи 
и, повидимому, более простое, чем уже опубликованные доказательства, 
так как оно не нуждается в привлечении никаких новых понятий. 
Кроме того, оно не требует ассоциативности алгебр А и В. Последнее 
замечание принуждает нас даль сначала определение неассоциативной 
алгебры и прямого произведения неассоциативных алгебр для случая 
двух прямых множителей. 

(Неассоциативной) алгеброй называется двусторонне дистрибутив- 
ное кольцо А, тинейное относительно некоторого поля К, причем имеют 
место следующие правила: если ©, ВС- К, а, 6С-А, то 


аи =ваС-А, 1ка=а, де о 


а (а) =ва- а, (ар Ва=аа- ва, | (1) 
@ (аб) = (ча) 6 =а(63). 


В алгебре А можно выбрать базу—‘множсство линейно независимых 
над К элементов, через конечные суммы которых с коэффициентами 
из К выражаются все элементы А. Мощность этого множества — ранг 
алгебры—есть инвариант А. Если А содержит единицу, то, как обычно, 
можно считать, что КС А. 
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Пусть А и Вр— алгебры над полем К, вообще неассоциативные, 
и.в них выбраны базы а, и в, где аи В пробегают соответственно 
некоторые; может быть, бесконечные, множества индексов $ и %. За 
базу алгебры, которую обозначим АХВ и назовем прямым произ- 
ведением алгебр А. и В, примем множество формальных произведе- 
ний а.бв=бва. при всевозможных аи 8, причем будем их считать 
линейно независимыми ‘над К. Произведение двух элементов базы опре- 


деляется как 
топ 


а-бв - @а’бв, == (@«а.,) (вв) = У) У) 4% ,бвДь» 1 СК, (2) 


РЕ 


если произвести перемножение а.а.’ и 6365’ по правилам алгебр А и В. 
Умножение в АХВ считается дистрибутивным и подчиняющимся пра- 
вилам (1). 


Если а=»У а,б,,, С АХВ, то, объединяя слагаемые с одним и тем 
и 
же а„, элемент д можно предотавить так же, как а=У а,де, СВ, 
у в 


и притом единственным образом. Действительно, это равносильно 


утверждению, что из Уа,б"=0 следует $*=0; выражая 6 через 
ы 


в, получим Уа,бх„=0, откуда в силу линейной независимости все 
ру 


1 
°„=0, 6 =0. Представление а= У а,6*С- АХВ показывает, что АХВ 
|3 


не зависит от выбора базы в В и, в силу симметрии, в А. Если Аи В 
обладают соответственно единицами 1л и 1в, то элемент 1.1» служит 
единицей в АХВ. 

При сделанных определениях имеет место следующая 

ТЕОРЕМА 1. Путь Аи В вообще неассоциативные алгебры над 
полем К, причем К есть центр А и содержится в центре В; тогда 
всякий двусторонний идеал алгебры АХВ над К имеет вид АХЬ над. 
К, где Б—двусторонний идеал алгебры В. 

Доказательство. Прежде всего заметим, что из (4) следует: 
Ак =1л=1в. Пусть, далее, О— двусторонний идеал алгебры АХВ, 
4—элемент О, отличный от нуля и обладающий кратчайшей записью 
вида 


= У Баг; (3) 
+= 


&аС А, $,—некоторые элементы заданной базы в алгебры В. Если 
в равенстве 
г 
14 = № (2. (аа (и) бы, 


а=1 


(где в каждом слагаемом своя расстановка скобок), существующем 


в силу простоты А, вместо а,,С- А подставить а.; Ав, вместо а‘ элемент 
4, то получим элемент “СО: 
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т 
Ф= У [.. - (41 в) [4 (аа. 1в)]] - - -] (аа Ав), 

а=1 
который в силу равенства (3), закона дистрибутивности и (2) равен 

ФЕБАА МАЕ, +... МАЙ, 4 0, 
где К,,....К» (при п >> 1) принадлежат К. Действительно, если бы, напри- 
мер, К, К, тб в силу нормальности А существовал бы такой элемент 
ас А, что ак, + К,а, а тогда (а1,)4—а (1) =5,а®-... + Б,а® = 0 
принадлежал бы к Д и обладал более короткой записью, чем 4. Сле- 
довательно, 4’=61.С- О, 6 СВ. Соберем все элементы из Д этого вида; 
все их первые множители, очевидно, образуют двусторонний идеал 
Б алгебры В, и АХЬСО. Покажем, что АХЬ=р. Пусть 6в, ВС, 
новая база В, выбранная таким образом, что %=%'-- \” и 6» при 
"С образуют базу Б. Пусть, наоборот, АХЬ = р, ас р, а Ахв, 
и элемент 4 обладает наиболее короткой записью через элементы новой 
базы 6в. В эту запись 


и 
а= У! 68/ай (г>1, так как при г=1, С АХЬ), 

#=1 
очевидно, не входят элементы 65, так как эти слагаемые мы имеем 
право удалить. Поступая 6 этим элементом 4 так же, как с прежним, 
получим 4 = 66. ЧА вв, ЛАК, +... Нов 1, СО, где К,,...,Ё, в силу 
тех же причан принадлежат К, и ф=6'1., где =, вк, + 
+... Е ви К, 0, но тогда согласно определению идеала Ъ, 5’С] В, что 
невозможно, так как 65, и 68» линейно независимы. Таким образом, 
Р=АхХЬ и теорема доказана. 

Известно *, что если центр простого кольца отличен от нуля и в 
кольце закон ассоциативности справедлив для любых трех элементов, 
хотя бы один из них принадлежал к центру, то этот центр есть поле 
и его единица служит единицей для всего кольца. Это приводит к сле- 
дующему следствию из доказанной выше теоремы. 

ТЕОРЕМА 2. Если Аи В (вообще неассоциативные) простые кольца, 
причем центр К кольца А отличен от нуля, а центр кольца В содер- 
жит Ки 1к=1в, и если в кольцах А и В закон  ассоциативности 
справедлив для всяких трех элементов, хотя бы один из них входил 
в К, то Аи В будут алгебрами над К и прямое произведение АХВ 


над К само есть простое кольцо. 
Поступило 
23. Х. 1943 
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* См. (1), теорема 1; доказательство на наш более общий случай переносится 
без изменений. : 
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\. ТТНОМТВОУ. А КЕМ РВООЕ ОЕ А ТНЕОВЕМ СОМСЕВМХ6 ЗТМРГЕ ВТХС$ 
ЗОММАВУ © 


Те {Теогет звайтя Фе знарИс фу о! \№е Ч1гесё ргодасф (оуег а Неа 
К) о{ а зпар!е погта! (оуег К) а!ерга А ап4 а зпар!е а1сефга, фе 
сепбгит оЁ УВ1еВ софашз К, рауз ап ппрогфапё гб]е ш 4Ве ШФеогу 
оЁ зпор!е а1сергаз оф ПюЦе гапк. ТВ1з \Теогет \уаз Ш гз6 ргоуе@ Бу 
Е. Мое ег. Аз \уаз аМегууагаз зпомт Ъу А. КагозЬ (Г) эп@, т4ереп- 
депПу, Ъу Е. Агйп апа С. УУВар1ез (*), 4Ве фВеогет Во143 {ог {Ве а1зергаз 
о{ шИпЦе тапк аз \мей. 

Тт 4Ъе ргезепё пойе \уе олуе а пем ргооЁ оЁ 118 Шеогет оаштед 
10 Фе уеаг 1941 аб Ве зфа4у о! \Ъе рарег (*) ш тапазсг1рь. ТЬ1з ргоо{ 
зеетаз 10 Бе зпар!ег \Вап {}аё пом АЕ Бесаизе 1& 40ез пой геадоате 
апу пе\у пойоп. 

ТНЕОВЕМ 4. [Ге А апа В 6е а{ре 6та$, гп вепега] поп-соттщайсе, 
офег а пе@& К. И’е зиррозе ай К 1$ \1е сеттит о} А апа 15. сотатеа 
т Фе сештит о} В. Тйеп едегу 1%0-з14еа з4еа]1 о} {йе а8ефта АХВ ооег 
К 15 9} югт АхБ чйеге Б 15 а ито-я4е4 в4еа1 о} айе авебта В. 

Непсе ЁоПо\з 

ТНЕОВЕМ 2. [её А апа В фе ятрые ттпв$, поп-соттшщайое ат вепе- 
га1. Г} те семтат ор \е птз А 15 фретет рот зего, Фе сеттит 
о} В сотит$ К $0 41 1Лк=Аь апа апу 1йтее @ететз о} А ог 09} В, 
а 1еа51 опе о} мсй $еопвз 10 К, юПо% Ш\е аззочданйойу 1ах, айеп 
фор А апа В ате айвебтаз офег К ап 1Ёе @тесё ргодисё АХВ офег К 1$ 
а ятре ппз. 

Ме ъмеЙу оц ше Фе ргоо{ о! Теогет`2 {ог фе аззосламуе сазе. 


Ге О ре ап 14еа] о? %№е а]оерга АХВ апа а= >: а = О ап еетепё 


о В соггезропа те 40 \Ше пишипа! уаае о{ п, о г отуеп Баз1з бв о 


В. шее А 18 зиире, ФЪеге 18 а га оп р ааа =1д, а, ас А, 
— 


УВепсе 41 = Х 4. в. 4-4 - А = А Ба... ап -Е 0 13 ап @е- 


шепё о! Д. т, Гог шз{апсе, а" К, Меп, А Беште погта|, ап е@ететф 
а’С-А мои ех1$ зас В а! а’а’*— а’*а' =а"” = 0 апа, егеоге, Ве 
е]етпетё 4’. а. 1,—а’. 1.“ =ф, а”... в.а == 0 мощ а!зо Ъеопя 
ю ДР, уе соп{тад1с8 № Ше Вуро\Ъезз 1Ваё п 13 шшима!. Непсе 
$ =.14С О; злее В 13 зре, 1.1. СДО эпа р=АхХВ. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГТЕТИМ ОЕ Т’АСАРЕМ1Е РЕЗ $СЕМСЕЗ РЕ Г0В$$ 
Серия математическая $ (1944), 129—160 з6ме таетайдие 


А. И. МАЛЬЦЕВ 
0 ПОЛУПРОСТЫХ ПОДГРУЛПАХ ГРУПИ ЛИ 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


В статье показывается, что к задаче перечисления полупростых 
подгрупп простых групп Ли приводится более общая задача определе- 
ния полупростых подгрупп произвольных групп Ли и задача о нахож- 
дении всех групп с данным радикалом. Далее определяются ортогональ- 
ные и симплектические представления полупростых групп Ли и нахо- 
дятся полупростые подгруппы классических групп. Отдельно вычисляют- 
ся полупростые подгруппы особых групп С. и Ра. 


Целью настоящей работы является решение задачи о нахождении 
всех классов сопряженных полупростых подгрупп полупростых групп 
Ли*. Эта задача, далее называемая для краткости основной задачей, 
сводится к перечислению полупростых подгрупп простых групп и 
решается в $ 2—3 для всех простых групп, кроме трех особых 
групп Е., Е., В,. 

В $1 рассматривается более общая задача об изучении свойств по- 
лупростых подгрупп произвольных групп Ли. Здесь прежде всего по- 
казывается, что все максимальные полупростые подгруппы произвольной 
неполупростой группы Ли сопряжены между собой. Отсюда, далее, вы- 
водится, что классов сопряженных полупростых подгрупп в неполупро- 
стой группе © в точности столько, сколько их имеется в максимальной 
полупростой подгруппе @. Таким образом, задача о перечислении полу- 
простых подгрупп произвольных групи Ли оказывается эквивалентной 
своему частному случаю, сформулированному выше под именем основ- 
ной задачи. 

В заключение 8$ 1 показывается, что проблема построения групп Ли 
с данным радикалом также сводится к упомянутой основной задаче. 
Этот результат, повидимому, имеет и самостоятельный интерес. Действи- 
тельно, в силу теоремы Е. Геу! фундаментальная проблема классифика- 


* Здесь и в дальнейшем группами Ли называются комплексные связные груп- 
пы и, соответственно, алгебрами Лир— алгебры над полем комплексных чисел. Как 
правило, группы будут обозначаться готическими, а их алгебры — латинскими 


буквами. 
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ции групп Ли распадается на 3 части: 1) классификация полупростых 
групп, 2) классификация разрешимых групп и 3) классификация групп 
с заданным радикалом и заданной фактор-группой по нему. Теорёма 
Теут хотя и является основной для решения последней проблемы, од- 
нако сама по себе ее еще не решает *. Упомянутое нами сведение этой 
задачи к основной задаче интересно в том отношении, что показывает, 
что ее решение зависит от решения вопросов, касающихся только 
теории полупростых групп. Говоря не вполне точно, групп с данным 
радикалом существует столько, сколько классов сопряженных полупро- 
стых подгрупи имеет максимальная полупростая группа автоморфизмов 
радикала. Принимая во внимание результаты $ 2—3, отсюда следует, 
например, что неизоморфных групп с данным. радикалом и данной фак- 
тор-группой по нему существует только конечное число. 

К той же основной задаче приводятся и некоторые другие важные 
вопросы теории групп Ли. Так, В. В. Морозовым было показано, что 
классическая задача о нахождении примитивных групи Ли приводится 
к определению максимальных подгрупп полупростых групи (*). С дру- 
гой стороны, все неполупростые максимальные подгруппы им определе- 
ны (*). Таким образом, остается отыскать только полупростые максималь- 
ные подгруппы, что уже связано с нашей основной задачей. 

Наконец, к основной задаче приводится и задача отыскания компакт- 
ных подгрупп групи Ли. Действительно, всякая компактная группа 
Ли есть прямое произведение полупростой и абелевой групп. Поэтому 
ясно, что задача определения компактных подгрупп вещественной группы 
Ли тесно связана с нахождением ее комплексных полупростых подгрупп. 
В другом месте нами показано, что обе задачи в точности эквивалент- 
ны ('°). Можно отметить, что геометрически нахождение подгрупп 
компактных групп дает перечисление однородных топологических 
многообразий с компактной транзитивной группой преобразований. 

Таким образом, основная задача о перечислении полупростых под- 
групи полупростых грунн представляется имеющей большой интерес 
как, сама по себе, так и по своим связям с различными другими вопро- 
сами. Решению ее посвящены $ 2—3 настоящей статьи. В вводной 
части устанавливается зависимость этой задачи от теории представлений 
и показывается, что общая задача нахождения полупростых подгрупп 
в полупростых группах распадается на отдельные задачи определения 
полупростых подгрупп в простых группах Ли. Далее в $ 2 дается ре- 
шение этой задачи для четырех бесконечных. серий классических групп 
„, 3», ©, э„. Решение ее для особых групи С,, Ё, содержится в $3. 
Что касается полупростых подгрупп остающихся трех простых групп 
Е, Е, Ез, то`они нами не определены и, таким образом, полученное 
решение основной задачи остается неполным. 

Основным результатом $3 является теорема о том, что всякие 
две трехчленные простые подгруппы {е, [, ="} и {е,, {, ®*} с общим 


‘ 


* Ср. Л. С. Понтрягин, Непрерывные групгы, Москва, 1938, стр. 287. . 
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элементом | являются сопряженными в любой полупростой груп- 
пе, их содержащей *. Пользуясь этим, можно дать перечисление всех 
‘пелупроетых. подгрупп С,, Е, в совершенно явной форме, что в $ Зи 
выполнено. 

Несколько более сложно обстоит дело в $ 2. Здесь основным сред- 
ством является теория представлений Картана-Вейля. Чтобы яснее 
представить результат, рассмотрим, например, серию ©, симплектических 
групп. Пусть ®—заданная полупростая группа и требуется перечислить 
с точностью до сопряженности все изоморфные ® подгруппы какой-либо 
группы ©,. Если Э— одна из таких групп, то изоморфизм @ —> © является 
предетавлением ©® в 6,, т. е. симплектическим представлением группы 
© степени 2р. Можно показать, что, обратно, всякое симплектическое 
представление © степени 2р однозначно определяет некоторую подгруп- 
пу '6, и что эквивалентные представления дают, вообще говоря, сопря- 
женные подгруппы. Но в теории Картана (?) каждое линейное представ- 
ление однозначно определяется некоторой линейной формой А, назы- 
ваемой весом представления, и для каждой полупростой группы @ все 
веса Картаном перечислены **. Следовательно, для решения нашей зада- 
чи нужно -из полной серии картановских весов Л,, Л,,... группы © 
выбрать те, которые отвечают симплектическим представлениям ©. Та- 
кая выборка и производится в $2 как для симплектических, так и для 
ортогональных представлений. Пусть теперь мы знаем веса Ап, Аа, ... 
симплектических представлений ©. Согласно сказанному, это дает нам 
право утверждать, что мы знаем все изоморфные © подгруппы сразу 
всех простых групп серии 6,„. Чтобы получить отсюда изоморфные @ 
подгруппы какой-нибудь индивидуальной группы ©, нужно по форму- 
лам У!еуГя (*") вычислить степени представлений Л„ и выбрать из них 
те, степени которых равны 2р. 

Р заключение отметим, что отдельные частные случаи основной эза- 
дачи рассматривались и ранёе. Так, Ф. Р. Гантмахер (’) перечисляет 
все трехчленные подгруппы классических групп. Репомогательным сред- 
ством здесь также служит теория представлений,.и само перечисление 
заключается в том, что указываются симплектические и ортогональные 
представления трехчленной простой группы. Относительно общей задачи 
им отмечено, что возможно только найти так называемые семирегу- 
лярные полупростые подгруппы простых групи. 


$ 1. Макеимальные полупростые подалгебры алгебр Ли 


по 1. Единетвенниость разложения 1еу1. Р теории групи Ли боль- 
шую роль играет теорема Е. Геу1, согласно которой во всякой алгебре 
Ли б с радикалом И существует полупростая подалгебра, изо- 


* Здесь з, }, <*—канонический базис, связанный соотношениями [7] =®, [{=*|== 
=—5*, [з3*] =] и аналогичными для в;, уе. 
о ** Если представление приводимо, то вместо одной линейной формы нужно 
взять систему форм, которую, очевидно, можно снова заменить линейной формой 
от большего числа переменных. 
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морфная алгебре вычетов С]А. Обозначив эту подалгейру ‘через Г, мы 

получим для С разложение С =Ё--А, СГ] В=0. Пусть © связная, 

‚ односвязная группа Ли с алгеброй С. Подалгебрам Ги Вв 6 отвечают 
замкнутые связные подгруппы ®, %, и теорема Геу! дает представление ©} 

в виде полупрямого произведения @® = 5%, № [|] Х= {е}. Естественно воз- 
_никает ‘вопрос, насколько такое разложение однозначно. Абсолютно. 
однозначным оно может быть только в тривиальном случае, когда © 

‚ распадается в прямое` произведение ®Х Я. Следовательно, речь может 

итти только об однозначности с точностью до внутренних автоморфиз- 

мов, и такая однозначность действительно имеет место. 

ТЕОРЕМА 41. Если @®=9% = 8*\ — два представления связной 
группы Ли в виде произведения своего радикала и полупростой подгруп- 
пы, то Зи 8&* сопряжены в ®. 

Доказательство. Для групп размерности 1 теорема тривиальна. 
Предположим теперь, что теорема доказана для всех групп, имею- 
щих меньшую размерность, чем данная. Если радикал Я содержит не- 

тривиальный связный нормальный делитель © группы ©, отличный от 


У), то для. фактор-группы 6/6 = мы будем иметь два разложения 
© =9%)=% 5), где 8, %*, Я— образы соответственных подгрупп при 
гомоморфизме 6>@. Так как размерность @ меньше размерности ©, 
то в © найдется такой элемент х, что @* =2—'95. Следовательно, 


С 1-'&. ©. Обозначим х`'@ через &* и заметим, что группа 


8*.© =4*"*. © допускает снова два разложения [еу!. Так как ее 
‚ размерность меньше размерности ©, то в ней должен найтись элемент, 


переводящий &° в &**, что и требовалось. 

Рассмотрим теперь случай, когда радикал 3 не содержит нормаль- 
ных делителей © и, значит, коммутативен. Перейдем к алгебрам Ли. 
Имеем С =Ё-+В=[^ + В, [ВВ] =0 и В не содержит идеалов алгебры 
С: Пусть е.,...,2,—базие Г, п, 1,, ..., ти базис В, [еь её ] = 228 её’ 
{е. 1] =! тт. Так как Г==Г^ (то А), то в Г^ найдется базис, обра- 
зованный элементами е* =е мы. т: (&а=1,2,...,г). Еводя обозначения 

В = |0, = (01, 02,... , 01) и принимая во внимание, что [е* е;] = с 
мы получим * 


р: х» 


= ке 
Иов — о, = о,. (1) 

Линейное преобразование Т пространства С, определяемое соотношениями 
Те, =е, т, Тл,=1 (2) 

есть, очевидно, автоморфизм алгебры С, переводящий Г, в [^. Остается 


* ы > 
По дважды вотр›чающимся индексам вэдется суммирование. Опусканиз и под- 


нятие инд. ксов Е с помощью основного тензора С, = САС „Св. В ча- 
стмости, 1% = с 2 лв. 

от сеет с“". Тождество [[е, ев] т] = [е. Я [е.] | да- 
ет Ё ыы Аа ие образом соотвотствие е, —>й, есть линейноз пред- 


с ты алг Ве 7 Отсутствиз идеалов С В В о. 2 
[2 значает неп ив мос’ т 
р од м гь этого 
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показать, что он внутренний, т. е. что найдется такой элемент # = #зч,, 
что для матрицы А, определяемой соотношением Ах = [12] (ЕС), будет 
выполняться условие Т =ехрА. Так как А?=0, то ехА=Е+ А 
(Е единичная матрица)‘и отсюда, принимая во внимание (2), получим 


6 =0«, где #— искомый вектор (г, #,..., 1”). Из соотношения (1} 
‘имеем 


Ио, = ов — йо. 
Замечая, что 
га ар 4: 
ей, Рес й› СВОЙ, 


и вводя обозначения 1°й, =у, о=1№0., мы приходим к равенству 
Йво =уо. Так как отображение е„—>й. является неприводимым представ- 
лением алгебры Г и уй,=Й.у, то либо существует у-', либо у=0. 
Если представление не нулевое, то у+0О и {=у-‘о будет искомым ре- 
шением уравнений = 0.. Если же все Йй.=0, то соотношения (1) 
обращаются в ево =0, откуда следует, что о. =0 и. Ё=1[* *. 

Теорему 1 можно сформулировать также в следующей несколько 
более общей форме. 

ТЕОРЕМА 41а. Пусть \— радикал группы ® и ®=%. УХ какое-либо 
ее разложение Гезу. Тогда всякая полупростая подгруппа 8* С- © сопря- 
жена с некоторой подгруппой из ®. 

Действительно, всякий элемент [° Е” однозначно представляется в 
виде произведения [*= и (16%, гЕЗ). Совокупность всех #, участвую- 
щих в таких разложениях, является полупростой связной подгруппой 
3**С®. Так как 8**. Я = &* .З, то найдется элемент 16%, дающий 
1-19*1 = 8**, что и требовалось. 

Одной из важных теорем теории полупростых групп является теоре- 
ма о полной приводимости их линейных представлений. Эта теорема 
была доказана Н. У\Уеу!’ем с помощью интегрирований по группе. 
Позже были даны и алгебраические доказательства ее [например (*)]. Мы 
покажем сейчас, что эта теорема является непосредственным следствием 
теоремы 1. 

ТЕОРЕМА. Все линейные представления полупростой группы рас- 
падаются на неприводимые части. 

Р самом деле, пусть ®— матричная полупростая алгебра. Приведем 
все ее матрицы к виду 


ОО 
ой 0 

ДЕ се й 
.. Ая 


где {А‚} уже ненприводимые системы. Нусть далее 


Ав. вы А - 

* Действительно, 0 =—2% $) = в =). Простое доказательство неравен 

ства У=0 содержится в (12), откуда также заимствуются и обозначе- 
ния этого п. 
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Яо 

оч Зои 
А” = 93.6 Йо ФФ ЧАИ 

био зосаребне 


и пусть В — совокупность всевозможных треугольных матриц, у кото- 
рых места квадратов 4,,..., А, заняты нулями. Отображение А—А* 
является изоморфным отображением алгебры Г, на полупростую алгебру 

*={А*}. Сумма 2+ А =1[^-- В есть алгебра Ли, радикалом которой 
служит В, а Ги Г” являются. ее максимальными полупростыми под- 
алгебрами. По теореме 1 в А найдется такая матрица 65, что 5—5 = [*, 
что и требовалось. 

п° 9. Сопряженноеть полупростых подгрупи. Ео многих вопросах 
важно знать полупростые подгруппы некоторой группы Ли. ЕРсе эти 
подгруппы распадаются на классы сопряженных, и дело идет о пере- 
числении этих классов. Нижеследующая теорема показывает, что изуче- 
ние полупростых. подгрупп прбизвольной группы Ли и изучение полу- 
простых подгрупп ее максимальной полупростой подгруппы— задачи 
вполне эквивалентные. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть 8— максимальная связная полупростая подгруп- 
па связной односвязной группы Ли ® и $, © — две полупростые подгруп- 
пы из ®. Если $, Ю сопряжены в @, то они сопряжены и в 8. Если 
существует внешний автоморфизм группы ©, переводящий $ в ®, то 
существует такое автоморфизм ®, переводящий 3 в ® и оставляю- 
щий 3 на месте. 

В самом деле, возьмем разложение 1еу1 @=%. М. Нам дано, что 
=. Пусть г—ре=а (реф, 460) ив=!. Из ‚Ч АрИ=а, 
1-71. г=4-4'т4 следует 1[-'р[=4. Таким образом, 1-'31 =, что и 
требуется. Еторое утверждение доказывается аналогичным путем. Пусть @— 
автоморфизм © и $=9. Так как Х — характеристическая подгруппа, 
то №=5Х, 6=5. 5, ДС 88. Но теорема 1 дает г&г-'—=®. Соотно- 
шение гВ9/-' = гЮг-*С-@ показывает, что г\‘4г=[, г-'. 474—* = 14-'. 
Так как левая часть содержится в У, а правая в ©, то 9=[, г-*=0, 
7$ г—' =®Ю. Значит, 0г-' — искомый автоморфизм группы ©. Иногда важно 
знать не только классы внутренне сопряженных, но и более широкие 
классы подгрупп, сопряженных относительно некоторой группы автомор- 
физмов А (6), содержащей также и внешние автоморфизмы ©. Еторая 
часть теоремы 2 показывает, что в этом случае можно найти такую 
группу автоморфизмов А (Я) группы ®, что нахождение полупростых 
подгрупп ©, сопряженных относительно А (@), и нахождение полупростых 
подгрупп ®, сопряженных относительно А (8), будут равносильными зада- 
чами. Но группа всех автоморфизмов полупростой группы ® имеет конеч- 
ный индекс относительно внутренних автоморфизмов А, (8) и канониче- 
ские формы внешних автоморфизмов известны [ср. ($), (]. Поэтому задача 
нахождения классов полупростых, подгрупп ®, сопряженных относи- 
тельно какой-нибудь группы автоморфизмов А(%)— А, (8), в сущности 
эквивалентна нахождению классов внутренне сопряженных подгрупп. 
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п° 3. Группы е данным радикалом. Теоремы 1, 2 вместе с теоремой 
Беу! оказываются достаточными, чтобы решить один из вопросов, от- 
носящихся к классификации алгебр Ли. Пусть Я— некоторая данная 
разрешимая группа Ли, которую мы будем предполагать связной и 
односвязной. Требуется указать с точностью до изоморфизма все груп- 
пы Ли ©, имеющие % своим радикалом. 

Прежде всего мы можем исключить из рассмотрения тривиальный 
случай, когда © содержит полупростой нормальный делитель $. Дей- 
ствительно, в этом случае @ разлагается в прямое произведение % и 
некоторой группы ® стем же радикалом [см. (*)]. Обратно, прямое 
произведение группы 9 с радикалом »\ на произвольную полупростую- 
группу дает, очевидно, группу с радикалом %. Группы, не имеющие ' 
полупростых нормальных делителей, назовем неразложимыми, и 
тогда общая задача редуцируется, к такой: найти все неразложимые 
группы с данным радикалом. 

- Пусть А—алгебра Ли группы %. Группа © всех автоморфизмов 
совпадает с группой автоморфизмов алгебры А. Но автоморфизмы В 
суть матрицы, элементы которых удовлетворяют определенной конечной 
системе алгебраических уравнений и, таким образом, © может быть рас- 
сматриваема как вполне известная. Обозначим через @ какую-либо ма- 
ксимальную связную полупростую подгруппу ©. Так как © линейна, то 
3 замкнута и все ее полупростые подгруппы также замкнуты. Группу 
внутренних автоморфизмов ©, оставдяющих на месте ®, обозначим А (©). 
Каждый автоморфизм из А (©) индуцирует некоторый автоморфизм груп- 
пы 8. Совокупность таких индуцированных автоморфизмов обозначим 
через А(8). Ясно, что А(8) содержит все внутренние автоморфизмы ®. 

Составим полупрямое произведение $ =® . Х группы 5% на ее группу 
автоморфизмов &. Очевидно, 5% является одной из групп, имеющих 
своим радикалом %. Подгруппы % вида ®, : \, где ®, какая-либо полу- 
простая подгруппа ®, будут снова группами с радикалом %\. Мы пока- 
жем, что эти подгруппы исчерпывают неразложимые группы с радикалом %. 

ТЕОРЕМА 3. Всякая неразлоэжимая группа Ла с радикалом % ло- 
кально изоморфна одной из групп вида 8. ЗУ, где 8, — полупростая 
подгруппа 8. Две подгруппы 3, - М и $, : З изоморфны тогда и только 
тогда, когда ®, и ®, сопряжены в группе А(®). 

Доказательство. Пусть @ односвязная неразложимая группа 
с радикалом %. Обозначим через Я ее максимальную полупростую под- 


группу. ® замкнута и ©—9 5, й. Г] Я= {е}. Элементы $, перестано- 


вочные со всеми элементами %, образуют нормальный делитель МС. 
Связная компонента единицы /Л является полупростым нормальным 


делителем `6® и, в силу предположенной неразложимости ©, должна 


быть единицей. Таким образом М дискретна и фактор-группа @ = ®/№= 


= ®/м№ . Я локально изоморфна ®. Каждый элемент ®/М№ производит 


150 А. И. МАЛЬЦЕВ 


нетождественный автоморфизм 9%. Поэтому мы можем элементы ®/М ото- 
жествить с соответствующими автоморфизмами и тем самым отобразить 
изоморфно @® на некоторую подгруппу $ - Я полупрямого произведения 
© . Я. В силу теоремы Ч1а найдется такой элемент сЕ ©, что сс %. 
Так как с-\ = ‘=, то$ . Я с помощью автоморфизма с изоморфно 
отобразится на с-'‹ . $, и первое утверждение доказано. Вместе с тем 
мы видим, что сопряженные подгруппы ®, и с-'@®с‹ дают изоморфные 
группы %, . Я=с-'® в. . 

Остается доказать последнее утверждение. Пусть ®, =, - \, ©, = 
=®, УХ и ©, =®,. Обозначим этот изоморфизм через @,так что 6% = @,. 
Радикал % является характеристической подгруппой, поэтому % =. 
Следовательно, @ индуцирует в %»\ некоторый автоморфизм с. Пусть 
30 =, тогда @= и: ("1 = = 1875 (РЕЗ, 1Е%,). С другой 
стороны, (77% = (278 = 876. Сравнивая, мы видим, что гой — 19, т.е. 
в-'16=Й и 9 —=0-1'Я с =9*. По теореме 4 группа &; сопряжена с. ®,. 
Следовательно, ®, сопряжена с &, в группе ©. 5. Так как ®, и ®, 
содержатся в максимальной полупростой подгруппе ® этой группы, то, 
применяя теорему 2, мы видим, что ® переводится в %, некоторым 
автоморфизмом А(8) *. 


$ 2. Ортогональные ‘и симплектичеекие предетавления 
полупроедых групп 


Предметом настоящего параграфа является изучение полупростых 
подгрупп полупростых же групп Ли. В $ 1 было показано, что более 
общая задача определения полупростых подгрупп в произвольных груп- 
пах вполне эквивалентна этому ее частному случаю. 

Пусть С -— алгебра Ли и © — ее присоединенная связная группа. Две 
подалгебры Н, Н, из С называются сопряженными, если одна из 
них переводится в другую некоторым преобразованием ©. Алгебрам 
Н, Н, в ® отвечают связные, но может быть незамкнутые подгруппы 
$, 5., которые тогда и только тогда сопряжены в @, когда сопряжены 
их Подалгебры. Ясно, что для определения сопряженности подалгебр 
можно вместо @ брать любую группу с алгеброй С, лишь бы эта группа 
была связной. 

Основной задачей является следующая. Дана полупростая алгебра 
С и система полупростых алгебр Г, (1=1, 2, ...). Требуется в каждой 
из Г, найти все классы изоморфных С сопряженных подалгебр. В такой 
форме эта задача тесно связана < общей задачей теории представлений. 
Действительно, если @®, подгруппа ®@, изоморфная ©, то изоморфизм 
© —> ©, есть по определению представление @® в {3,}. Два представле- 
ния >, %, эквивалентны в ®,, если существует элеменг 1%, удовле- 


* Если бы © была связной, то введение‘ группы А(%) было бы излишним. 
Однако © в общем случае несвязна, и внутреннйе автоморфизмы © могут давать 
'нешние автоморфизмы связной ее компоненты. 
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творяюший воотношенйю 1—1%, (8) 1=%,(2) для всех вЕ ©. Ясно, что 
эквивалентные представления ®,, ®, дают подгруппы ®, (6), ®, (®), 
<опряженные в %,. Обратное не всегда верно. Именно, из %,(®)= 
—=РГ%®, (6) 1 следует только, что для каждого Е @® существует един- 
ственный элемент 82°Е ©, удовлетворяющий соотношению %, (8) = 
—=[`"%, (5°)1. Преобразование с является автоморфизмом ©. Если этот 
автоморфизм внутренний, то ®;, ®, сопряжены в ®; если внешний, 
то сопряженности может не быть. 

К этому же кругу вопросов можно отнести и задачу определения клас- 
сов внешне сопряженных подалгебр из {9,}, т.е. подалгебр, переводящих- 
‚ся друг в друга не только внутренними, но и внешними автоморфизмами ®,. 

Отношения, существующие между сформулированными тремя зада- 

чами, могут быть представлены следующим образом. Пусть сначала 
каким-либо путем мы нашли все представления С в Г, с точностью 
‚до эквивалентности. Тогда, объединяя в один класс представления, пере- 
водящиеся друг в друга внешними автоморфизмами С, мы получим 
сопряженные подалгебры Г... Наконец, объединяя в один класс. пред- 
втавления С, переходящие друг в друга не только при всех автомор- 
‘физмах С, но и при всех автомерфизмах Г,, мы получим внешне 
сопряженные подалгебры Ё;. Таким образом, основным является оты- 
скание представлений С в системе {Г} и нахождение внешних автомор- 
‘физмов С и Г... Нас интересует определение полупростых подгрушт 
в полупростых группах. Так как внешние автоморфизмы полупростых 
групп хорошо известны, то дело сводится к построению теории. пред- 
‚ставлений полупростых групп в голупростых групнах. 
‚ Эта задача допускает дальнейшие упрощения. По теореме Картана 
каждая полупростая алгебра распадается в прямую сумму своих про- 
етых идеалов. Пусть 2 =[,--Г,-+...+ Г, — такое разложение и ® — не- 
которое представление С в Г. Тогда разложение ® (8) =1-1-+... 
...--1 (ЦЕГ.) создает. систему представлений в—>1=%,(8) алгебры 
С в простых алегебрах Г,. Обратно, произвольная система таких пред- 
ставлений ведет к представлению С в Г. Два представления ®, ®’ 
‹опряжены в Г тогда и только тогда, когда их соответственные соста- 
вляющие ®,, ®; (=1,....К) сопряжены в Ё,. Следовательно, общая 
задача оказывается эквивалентной определению всех представлений 
.С в простых алгебрах. 

Простые группы известны и распадаются на четыре бесконечные 
‹ерии %„, 3, б„, ®, п=1, 2,...) классических групп и на пять особых 
групп С,, ©, ©, 5,, 0,: Для решения общей задачи нужно, следова- 
тельно, построить теорию представлений в каждой из этих групп. Однако 
здесь мы это сделаем только для классических групп. Что касается 
особых групп, то наименьшие из них %., ©, будут рассмотрены в 8.3, 
‚а представления в © пока не изучены... 

Р; известных ‘мемуарах Ё. Саг4ап’а (2) и Н. У’еуГя('") дана общая 
теория линейных представлений полупростых групи. Так как всякая 
матричная связная полупростая группа может сдержать только матрицы 
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определителя 1, то теорию. Картана можно расёматривать. как теориж» 
представлений полупростых групп в группах %,„. Результаты этой тео- 
рии позволяют построить и теорию представлений полупростых групп 
в остальных классических группах %,, б„, ®,, т. 6. теорию симилек- 
тических и ортогональных представлений. ЕР дальнейшем мы будем поль- 
зоваться общей системой координат. В таких координатах группы %,, ®, 
будут группами всех линейных преобразований в пространстве соответ- 
ственно 2п 1 и 2п измерений, оставляющих инвариантной некоторую 
невырожденную симметричную билинейную форму, а группы ©, будут 
группами линейных преобразований в пространстве 2п измерений, 
оставляющих инвариантной произвольную невырожденную кососим- 
метрическую форму. 

п› 4. Ортогональная и симплектичеекая эквивалентность. Как ска- 
зано, нашей задачей является изучение ортогональных и симплекти- 
ческих представлений полупростых групп. Эти представления — частный: 
случай общих линейных представлений, которые известны. Однако’ 
общие линейные представления классифицируются с точностью до экви-‘ 
валентности в общей линейной группе, в то время как симплектические 
и ортогональные представления должны быть определены с точноетью 
до симплектической или, соответственно, собственно ортогональной экви-: 
валентности. Отсюда, общая задача распадается на две части: 

1о узнать, каким образом класс эквивалентных в общей линейной`' 
группе симплектических представлений распадается на классы симплек- 
тически-эквивалентных (и аналогично для ортогональных); 

2° определить, какие линейные представления являются ортогональ- 
ными и какие симплектическими. Ответ на первый вопрос дают два. 
предложения этого п®. 


ТЕОРЕМА 1. Если два симплектических или ортогональных пред- 

ставления %,, ®, некоторой группы ® эквивалентны в общей линейной 
д 

группе, то они эквивалентны и в группе симплектических или, сост-: 


ветственно, в группе всех собственных и несобственных ортогональных 
преобразований. 


Доказательство этой теоремы для случая ортогональных групп 
содержится уже у Фробениуса (°). Для полноты мы его здесь воспроиз- 
водим. Положим ®, (6) =6,, ®,(6©) = ©,. По условию, преобразования 
©, и ©, оставляют инвариантной`квадратичную ‘форму У 21. Так как 
4-*©,А = ©,, то @, оставляет инвариантной вторую форму с матрицей 
И = А*А*. Это означает, что С.С, =Е и С:0С, =0 для С,Е®,. Следо-- 
вательно, ( перестановочна со всеми матрицами ©. Квадратичную 
форму 0 ортогональным преобразованием Р можно привести к диаго- 
нальному виду И=мМЕ. 4... ^,Яр Таким образом, в новой системе. 
координат матрицы ©, перестановочны © диагональной матрицей Пи 
‘поэтому сами распадаются на соответственные части С; =С%--...-+ (©). 


* Через А“ будет обозначаться транспонированная матрица. Выраженив- 
Х =.У + 2 обозначает, что матрица Х распадается на’ части У, 2. | 
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Отсюда следует, что матрица Т=урЕ рее У Е, также переста- 
$ 


новочна с @©,. Матрица В =АТ ортогональна и В '@,В = ©,, что и тре- 
бовалось. 

Случай симплектических предбтавлений. Даны две 
связные группы @®,, ©, симплектических матриц, эквивалентные в общей 
линейной группе: ©, = А-—'©,А. Нам нужно показать, что найдется 
‘симплектическая матрица 5, для которой произведение А5 будет пере- 
становочно со всеми матрицами @©,. Пусть 0 — кососимметрическая 
билинейная форма, инвариантность которой определяет понятие симплек- 
тичности в данной системе координат. Рыберем новую систему коорди- 
нат так, чтобы пара кососимметрических форм И и У= АПА* приняла 


вид 
оЕ ох 
“(в о}, "(х. о). 


Группы ©,, ©, связны и поэтому вместо них самих можно рассматри- 

вать их соответотвенные инфинитезимальные алгебры С,, б.. Пусть 

С.ЕС,, С. =А-'С.А, С,Еб,. По предположению, 

= С:0 +0С, = 0, (1) 
С0-+ИС, =0. (2) 

Подставляя в (2) вместо С, его выражение через С, и исключая С* с 

помощью (1), мы получим соотношение 


С.И =ИС,, (3). 
где 
хо 
= = = ($ т 
Нам нужно найти матрицу 5, удовлетворяющую условиям 
Аб. С,=С,: 45$, 505 =0. (4) 


Ищем 5 в виде 5 =ПАО, где 
о. Ф(Х*) 
а Х 


ф— неизвестная пока функция. Условия (4) теперь перепишутся так: 
С, . Из(И’)=И(И) - С,, 
Ф(Х*) Х*®(Х*)=Е. 
Первое из этих равенств выполняется при любой функции ф в силу (3), 


‘а из второго находим 
4 


+?(Х)=Х *, 
тде для ух следует взять значение, выражающееся в виде полинома 
от Х. 

Теорема 1 не вполне решает вопрос о разложении классов эквива- 
лентиых представлений на ортогонально эквивалентные. Действительно, 
‘согласно определению два представления алгебры С в алгебре Г, назы- 
ваются сопряженными в С, если они сопряжены в присоединенной 
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труппе 8 или вообще в любой связной группе с алгеброй Г. Однако, 
в то время как группа всех симплектических преобразований связна, 
группа всех ортогональных преобразований (п) распадается на две 
компоненты. Легко видеть при этом, что в пространстве нечетного числа 
измерений сопряженность пря помощи несобственного ортогонального 
преобразования влечет за собою сопряженность при помощи собствен- 
ного. Таким образом, теорема 1 полностью решает вопрос о сопряжен- 
ности представлений в группах %„, 6,. Что касается групп ®,, то 
они требуют особого рассмотрения. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть %{— вполне приводимая связная.группа ортогонамь- 
ных матриц степени 2п. Если каждая из неприводимых частей, на 
которые распадается 5 в Э (2п), имеет четную степень, то власс экви- 
валентных в 5(2п) представлений %{ распадается на два подкласса отно- 
сительно собственных ортогональных преоб разований 5\* (2п). Если среди 
ортогонально неприводимых частей 3 есть часть нечетной степени, 
то все сопряженные с % ортогональные представления остаются сопря- 
женными и в ®* (2п). 

Достаточно доказать только первое утверждение, так как второе 
очевидно. Преобразуя 3 с помощью несоствэнной оргогональной матри- 
цы, мы получим новое представление %.: Нужно показать, что ‘это пред- 
составление не эквивалентно старому в ®* (27) или, что то же самое, что 
не существует несобственной ортогональной ` матрицы, перестановочной 
со всеми матрицами 9%. Раскладываем % на ортогональные, ортогонально 
‘неприводимые части и выбираем такую систему коэрдинат, чтобы экви- 
валентные части стояли рядом. Объединяя эквивалентные части в отдель- 
ные клетки, мы получим разложение 9% вида 


=, +... 90. 


Ниже будет показано, что ортогональн> неприводимые системы либо 
абсолютно неприводимы, либо распацаются на двз взаимно контрагре- 
диентные абсолютно неприводимые части. В частности, неэквивалентные 
ортогонально неприводимые системы не содержат эквивалентных частей. 
Следовательно, всякая матрица Т, перестановочная с 9%, распадается 
на соответственные части 


ТЕТ, ЕТ, +... Ти. 


Если Т ортогональна, то и Т; оргогональны. Поэтому теорема требует 
доказательства только для систем, распадающихся на эквивалентные 
ортогонально неприводимые части. Здесь могут представиться. три 
случая. 


1. ЖЕЖ, НУ, +...- \„, 9 — ортогональны и абсолютно неприво- 
димы. Выберем такую систему координат, чтобы все 9%, совпали. Тогда 
перестановочная с % матраца Т должна иметь вид Т=|Е|, где 
Е —единичная матрица, размерность которой р равна размерности 
отдельных неприводимых частей и, следовательно, четна. Из` ортогональ- 
ности Г следует ортогональность | к |. Но в таком случае 
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бк = (+ Р=4. 

2. 1 разлагается на ортогональные части, каждая из которых состоит 
из двух эквивалентных абсолютно неприводимых частей. Выбирая под- 
ходящую систему координат, мы приведем все матрицы АЕ%Г к виду 

А= (А, А,) (А. 4, (А, А,), 
где {А,} абсолютно неприводимы и неортогональны. По предположению 
А:—1=0-—А,0 *. Отсюда следует, что И кососимметрична. Единствен- 
ными инвариантными симметрическими формами для преобразований 


ь ой 
А, + А, будут формы вида № (в :) . Соответственно, единственными 


инвариантными симметрическими формами для А будут формы вида 


в (0+2) 


Форму 5 можно записать в виде произведения УЙ’, где 


У=(0-+0)+... (0 +0), 


Е) 


Если Т перестановочна с 3[ и форма 5 инваризнтна для Т, то Т должна 
иметь вид 


т=Е|, ТТУ (1,14; 2,...„2т). 


Последнее соотношение дает Г*И/Т =И7. Значит, Т — симплектическая 
матрица и в качестве таковой имеет определитель -- 1. 

3. Ортогонально неприводимые части % распадаются на пары неэкви- 
валентных абсолютно неприводимых частей. Р этом случае матрицы 
% можно привести к виду 


А. ИА Е Не 


Инвариантная относительно А симметрическая форма должна иметь вид 


‚(5 


Если Т перестановочна со всеми А, то Т распадается, Т=Т, + Т, 
и условие инвариантности .5 относительно Т дает соотношение Т'ХТ, =Х, 
откуда |Т|=|Т,||Т,1= 1. 

по 5. Разложение на неприводимые части. Рсякое линейное пред- 
ставление полупростой группы вполне характеризуется определенной 
системой инвариантов —так называемых картановских весов неприво- 
димых частей этого представления. Результаты предшествующего п° по- 
казывают, что теми же инвариантами характеризуются и представления 
полупростых групи в 3,, 6,„. Что касается представлений в 9, то 


* См. Далее по 5. 
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здесь система весов определяет иногда одно, иногда два представления, 
переходящие друг в друга посредством несобственного ‚ортогонального 
преобразования. Так как здесь каждому весу соответствует самое боль- 
шее два представления; к тому же весьма просто друг с другом свя- 
занные, то можно считать, что и в >, представления можно задавать 
весами. Таким образом, остается ренгить только второй из двух сфор- 
мулированных в по 4 вопросов, именно, определить, каким системам ве- 
сов. соответствуют симплектические и каким —ортогональные представле- 
ния. Мы придем к решению этой задачи, как обычно, с помощью раз- 
ложения ортогональных и симплектических представлений на их не- 
приводимые части. 

ТЕОРЕМА 3. Если ортогональное или симплектическое представле- 
ние Ф полупростой группы © распадается на две части, одна из ко- 
торых ортогональна или, соответственно, симплектична, тогда и вто- 
рая часть, соответственно, ортогональна или симплектична. 

Рассмотрим случай ортогональных представлений. По условию, про- 
странство А, в котором оперируют преобразования , распадается на два 
инвариантных подпространства В, В,, причем на В и В, существуют 
невырожденные симметрические билинейные формы }(х, у) и в (25,9), 
инвариантные относительно @. Если }(х, у) не вырождается на.В,, то, 
беря ортогональное к А, подпространство А,, мы получим расщепле- 
ние А=В,-+А,, соответственно которому разложится на требуемые 
ортогональные части и представление 2 *. Если, наоборот, } (т, у) вы- 
рождается на В,, то полагая 8 (т, г,) =0 (%ЕВ, г, ЕВ,), мы продолжим 
& (х, У) на все пространство В. Инвариантвая форма #1 (2, у)=} (5, у 
-- ^2 (х, У) при достаточно малых Х не вырождается ни на В, нина А,, 
и считая, что понятие. ортогональности определяется теперь формой 
й (х, 9), мы возвращаемся к разобранному случаю. Ясно, что те же 
самые рассуждения остаются в силе и для симплектических представ- 
лений, 

Следствие. Все ортогональные и симплектические представления 
полупростых групп распадаются в 5* (п) или 6, на ортогонально или, 
соответственно, симплектически неприводимые части. 

Действительно, из только что доказанной теоремы следует, что та- 
кое разложение возможно в общей линейной группе. Так как оба пред- 
ставления, исходное и разложенное, ортогональны или симплектичны, 
то в силу теорем предыдущего п° они эквивалентны и в № (п) или, со- 
ответственно, @„. Но сверх того ясно, что если распадение представле- 
ния возможно в Ю (п), то оно возможно и в Э* (п), что и требовалось. 

Симплектически или ортогонально.: неприводимые представления весь- 
ма просто связаны с абсолютно неприводимыми. Пусть @®— какая-либо 
группа, #—> С ее матричное представление. Соответствие #—> С*-! бу- 
дет также представлением @. Это предетавление называется дуаль- 
ным или контрагредиентным первоначальному. 


* В силу известной теоремы об однозначности распадения представления на нс- 
приводимые части, представления @ в В. ив В, эквивалентны. 
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ТЕОРЕМА 4. Ортогональное, ортогонально неприводимое представ- 
ление Ф полупростой группы ® либо абсолютно неприводимо, либо эк- 
вивалентно сумме двух контрагредиентных абсолютно неприводимых 
представлений. То же самое имеет место для симплектических пред- 
ставлений. Сумма двух контрагредиентных представлений одновремен- 
но ортогональна и симплектична. 

Доказательство. Пусть данное представление  ортогонально 
и приводимо в полной линейной группе, ?=2,+2,, где 2, —одна из 
абсолютно неприводимых частей ®. Обозначим через }(х, у) инвари- 
антную симметричную форму, определенную и невырождающуюся на 
веем пространстве К. Соответственно разложению это пространство 
разложится на инвариантные подпространства А, А,. Если } (2, у) не 
равна тождественно нулю на одном из этих подпространств, например 
В,, то Ф ортогонально приводимо. Действительно, совокупность векто- 
ров А,, перпендикулярных ко всему А,, образует инвариантное под- 
пространство. Так как всякое представление полупростой группы рас- 
надается на неприводимые части, то в А, найдется дополнительное 
инвариантное подпространство, на котором } (5, у) будет уже невырож- 
денной. Отсюда, согласно предыдущей теореме, вытекает ортогональная 
приводимость ®Ф. Таким образом, /(т7, у) аннулируется на обоих под- 
пространствах А, и В,. Это позволяет выбрать в А специальный базис. 
Пусть е, — произвольный векторв А,. Из невырожденности } (5, у) вы- 
текает, что в А, найдется вектор е,, }(е,,е,)=1. Рассмотрим подпро- 
странство А’С. А, перпендикулярное к паре е,,е,. Очевидно, В’ = 
=А,-+ В, где А, =В, [|] В’, В, =В, [| В’. Теперь мы можем выбрать пару 
векторов е,ЕД,, е,ЕВ,, }(е,,е,)=1 и т. д. Пусть элементу &Е©, 
при фиксированном таким способом базисе е,,...,@т, е,,.-.,ет ©0- 
ответствует матрица А-- В. Для х= Ме, у= У ув имеем }(х, у) = 
= зу. Инвариантность этой формы дает 4“`В =Е,т. е. В= А*". Те 
же самые рассуждения имеют силу и для симплектических преобразо- 
ваний. Наконец, последнее утверждение теоремы очевидно, так как пре- 


образование А-- А”* оставляет инвариантными формы с матрицами 


ОЕ ОЕ 
и ( р  - ( ). 
Ео/? _Е0 


ТЕОРЕМА 5. Для того чтобы представление Ф некоторой группы 
допускало инвариантную невырождающуюся билинейную форму, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы оно было эквивалентно своему контрагре- 
диентному. 

Действительно, если форма =”Ту инвариантна относительно преобра- 
зования А, то А*ТА= К, или А=Т *А*’—"Т. Обратно, если А=Т “А” "Т 
то 2°’Гу инвариантна. Отсюда же видно, что для ортогональности © до 
статочно, чтобы © преобразовывалось в 2" * при помощи симметрической 
а для симплектичности — при помощи кососимметрической матрицы. 
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ТЕОРЕМА 6. Абсолютно неприводимая система матриц не может быть 
одновременно ортогональной и симплектической. Абсолютно неприводимая 
самоконтрагредиентная система либо ортогональна, либо симплектична. 

В самом деле, если система 2 симплектична и ортогональна, то 
Ир" =р, У-1р*—У =Р, где И кососимметрична, У симметрична 
и РЕФ. Отсюда ПУ-.р=р. 0У-1. По лемме Шура ПУ-! =ХЕ, что 
невозможно. Если система Ф самоконтрагредиентна, то она допускает 
инвариантную билинейную форму ] (2, у). Формы в=}-+ р, №=/}-К 
также инвариантны, и обе быть невырожденными не могут. Пусть одна 
из них, например ё (5, у), вырождается, но не обращается тождественно 
в нуль. Тогда совокупность векторов, перпендикулярных относительно 
8(5, У) ко всему пространству, была бы инвариантным подпростран- 
ством системы 9, которого по условию нет. Следовательно, &=0, }= 
= —]*, что и требовалось. 

Для дальнейшего нам будет удобнее иметь теорему 5, сформулиро- 
ванную в терминах картановской теории весов. Пусть С — полупростая 
алгебра Ли и 2 — ее матричное представление. Обозначим, как обычно, 
через Н максимальную регулярную абелеву подалгебру в С. Так как 
Н коммутативна, то в пространстве А найдутся векторы, являющиеся 
собственными векторами одновременно для всех матриц Н. Это так на- 
зываемые весовые векторы представления ®. Пусть й,,..., й„— линей- 
ный бавис алгебры Н и а какой-либо весовой вектор. Тогда ва= 

—=аа, Ра= а, где #=^,й,+...-+^„й, — общий элемент Н (\, — произ- 
вольные параметры) и Л =а,\,-+...-+а,^„— вес вектора а. Каждое пред- 
етавление С’ имеет конечное число весов Л (при фиксированных й,,... 
...) №). Считая линейную форму от Х, положительной, если положи- 
телен первый отличный от нуля коэффициент ее, мы упорядочиваем все 
веса всех представлений С. Согласно Картану, наибольший из весов 
какого-нибудь представления С определяет это представление с точ- 
ностью до эквивалентности. 

Рассмотрим теперь контрагредиентное представление группы @. Пе- 
реходу А—>А*”* в группе матриц соответствует переход А—>— А* в 
инфинитезимальной алгебре матриц. Таким образом, чтобы найти веса кон- 
трагредиентного представления алгебры С. нужно решить уравнение 
—Н*5 = Ах. Однако при любом представлении С в пространстве А можно 
найти такую систему координат, чтобы матрицы Н имели диагональную 
форму (°). Тогда Н*=Н, и уравнение для определения весов принимает 
вид — Нх = Ах. Отсюда следует, что веса контрагредиентного представления 
равны весам первоначального, взятым с обратным знаком. В частности, 

Чтобы два неприводимых представления полупростой группы были 
контрагредиентны, необходимо и достаточно, чтобы максимальный 
вес одного представления равнялся взятому с обратным знаком мини- 
мальному весу другого. Чтобы представление было самоконтрагреди- 
внтно, необходимо и достаточно, чтобы его максимальный и мини- 
мальный веса отличались лишь знаком. 
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Картаном укаган способ, как, зная максимальный вес представле- 
ния, найти все остальные его веса (*). В соединении с изложенными 
теоремами это дает возможность выделить все представления, имеющие 
инвариантную билинейную форму. Однако остается еще вопрос, когда 
эта форма будет симметричной и когда — кососимметричной. Для простых 
групи ответ на него будет дан в явном виде в следующем по, а сейчас 
мы обычным путем покажем, что случай полупростых групи непосред- 
ственно приводится к изучению простых. 

В самом деле, пусть даны неприводимые представления 2,, Ф, групи 
ЭГ и 3. Если 2, (а) = |а; ||, %, (6) =| |, аЕ%, 6ЕЗ, то соответствие 


2 (а, 6) = с п], бьлеау вы 


является представлением прямого произведения 9% Х 3. Это представле- 
ние неприводимо, и все неприводимые представления 9% Хх 3 таким спо- 
собом могут быть получены. Теперь легко видеть, что представление 
прямого произведения тогда и только тогла самоконтрагредиентно, ког- 
да самоконтрагредиентны представления сомножителей, из которых оно 
получено. Действительно, представление произведения, рассматриваемое 
для какого-либо сомножителя в отдельности, распадается на сумму оди- 
наковых представлений, этвивалентных первоначальному представле- 
нию этого сомножителя. Но сумма эквивалентных представлений само- 
контрагредиентна только, если каждое представление в отдельности само- 


контрагредиентно. все также верно, ибо если форма с матрицей 
1=1/;| инвариантна для представления ®,, форма & -=|| &н ры 


представления ®,, то форма #=/Х в с матрицей №= |, л|» №, н= 
=]; &к› будет инвариантной относительно представления прямого 
‘ произведения. В частности, отсюда видно, что если оба исходные пред- 
ставления ортогональны или симплектичны, то предстгвление [прямого 
прси:ведения будет сртогсвальвым; если одно из исходных ортого- 
нально, а другое симплектично, то представление произведения симп- 
лектично. 

Аналогично, если два неприводимые представления ®, 2’ прямого 
произведения получаются указанным способом из неприводимых пред- 
ставлений 2,, Ф, и 21, Ф› сомножителей, то Я и 2’ тогда и только 
тогда контрагредиентны, когда 2, контрагредиентно 2, р. контрагре- 
диентно 925. 

по 6. Предетавления простых групп. Согласно Картану, неприводи- 
мые представления простых групп ® получаются так. Сначала строят- 
ся так называемые базисные представления @®. Затем кронекеровские 
произведения произвольного числа этих представлений расщепляются 
на неприводимые части и среди последних каждый раз берется часть 
с наибольшим весом. Совокупность полученных таким способом пред- 
ставлений исчерпывает вообще все неприводимые представления ©. Сле- 
дует еще отметить, что при расщеплении гронекеровского произведе- 
ния на неприводимые части часть с максимальным весом встречается 
только один раз и ее вес равен сумме весов перемножаемых представ- 
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лений. При составлении базисных представлений Картаном используется 
процесс альтернирования, который будет описан ниже, Нас интересует 
вопрос об ортогональности и симилэкгичности прэдставлений, и есте- 
ственно сначала установить, как вэдут себя представления при кроне- 
керовских произведениях и альтернированиях. 

ЛЕММА 1. Кронекеровское произведение двух контрагредиентных 
представлений ортогонально. Кронекеровское произведение двух орто- 
гональных или двух симплектических представлений ортогонально, про- 
изведение ортогонального на симплектическое — симплектично. 

Доказательство. Пусть данныз прэдетавлэния группы @ суть 
Аи В. Обозначим базис пространства первого из них черезе,, е,,..., 
ет, второго через е,, в,,..., в„. Линейные комбинации формальных 
произведений е;=; дают линейное пространство В. Если вектбры е; под- 
вергнуть преобразованию А (8), а векторы е, преобразованию В (8), 
8Е6), то билинейные формы, образующие пространство А, подвергнут- 
ся некоторому линейному преобразованию, которое и будет кронекеровским 
произведением Ах В. Пусть базисные векторы е;, ®; выбраны так, что 
представления А, В точно контрэгредиентны, А (8) = В"\ (8). Тогда били- 
нейная форма, определяемая равенствами } (е;2х, е;=,) = ви 8ку, будет, очевид- 
но, невырожденной, симметричной и инваризнтной относительно АХВ. 

Рассмотрим теперь второе утверждение леммы. Пусть А оставляет 
инвариантной форму }(х, у), В- форму К(х, у). Билинейная форма 
№ (ее, е;=,) = 1 (ег, е;) К(е,, =!) не вырождена и инвариантна относительно 
АХВ. Ясно, что если }, К обе симметричны или обе кососимметричны, 
то № симметрична. В противном случае й кососимметрична, и все утвер- 
ждения леммы доказаны. 

Процесс альтернирования заключается в следующем. Пусть дано 


1 1 
некоторое преобразование А в пространстве с базисом е', е : Е ви: 
Образуем формально еще систему линейных пространств с базисами 


О А С Кронекеровское произведение Т= 
=АХАХ .-.. Х А можно рассматривать как преобразование в Простран- 


стве полилинейных форм 


1. р 
Де, а = Ма, бет. < е%. 


Формы, меняющие свой знак при каждой транспозиции рядов перемен- 
ных ©(1),..., е®, образуют линейное инвариантное относительно Т под- 
пространство 5. Преобразование, индуцируемое Т в 65, носит название 
К-го альтернирования А и будет обозначаться А. Если А оставляет 
инвариантной билинейную форму }в пространстве Я, то форма А = 
=/х{х ... хр будет невырожденной в Ах АХ ..: ХВ и инвариант- 
ной относительно Г=АхХАХ ... ХА. Легко видеть, что Ё остается 
невырожденной и на 5. Принимая во внимание лемму 1, мы видим, 
что имеет место также 

ЛЕММА 2. Альтернирования ортогонального представления орто- 
гональны. Четные альтернирования симплектическоге представления 
ортогональны, нечетные — симплектичны. 
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Леммы 1, 2 и результаты предшествующего п° позволяют легко 
найти все ортогональные и симплектические представления простых 
групп. Нам нужно, следовательно, 1) для каждого веса указать контра- 
гредиентный вес и 2) для каждого самоконтрагредиентного веса опреде- 
лить, принадлежит ли он симплектическому или ортогональному пред- 
ставлению. 


Группы 4). Наибольшими весами являются формы А = р! | ро 


+... -рР^,, где р; — целые числа, рн > рз>...> р» >20. Полагаем 
Аа= —М—^А— ... —Х, И пишем А в виде рам - р... 
+... + р^, +0. Ха. Если в этом выражении произвольно переставлять 
^(@=1,2,..., п-- 1), то снова получаются веса того же самого пред- 


ставления, и притом все крайние веса таким способом заведомо полу- 
чатся [ср. (2)]. Отеюда видно, что наименьшим весом будет форма 


РаАи-а - Рз^,- ... + Ри = — РАМ — (4 — Ри) № — ... — (Ра — р) №, 


и максимальный вес контрагредиентного представления равен 


А" = рам - (Р1 — Ри) №... + (Ра — Р2)№ь . 
Значит, для самоконтрагредиентности А необходимо и достаточно, чтобы 


Ра = р2-- Ри = Рз-Н Ри-1=... 


Теперь определим, какие из самоконтрагредиентных весов ортого- 
нальны и какие симплектичны. Пусть, сначала, коэффициент р. четен, 
р1 =. Форма 

О=Ч М-Н 92 -- .-. 9», 
где 


1 д : 
Ч =А, Ч= 5 (Р:— Ри-+2), @=0 (1=1,..., ; 78-1... п) 


будет весом некоторого представления. Контрагредиентный вес имеет 
выражение 


0* — ЧМ На - Ре 5 -- ЧА -Е РилаАьа Е ще Е Р.А» 


и, таким образом, Л =0-- 0”. Кронекеровское произведение ® пред- 
ставлений с весами О, 0” среди своих абсолютно неприводимых частей 
содержит и только один раз представление с весом Л. Так как ® орто- 
гонально, то все абсолютно неприводимые части 2 должны быть либо 
ортогональными, либо входить в пары взаимно-контрагредиентных. Но Л 
самоконтрагредиентно и встречается один раз. Следовательно, оно орто- 
гонально. В частности, если п четно, п=2т, то в самоконтрагредиент- 
ном весе р1=2р,„— число четное. Поэтому все самоконтрагредиентные 
представления групп Аз» ортогональны. 

Пусть п нечетно, п=2т41. Группа %„ матричная и поэтому 
является своим собственным представлением. Альтернируя его т- 1 раз, 


1 
мы получим неприводимое представление до веса Атуи = М-Н А 
+... Лиза. Это представление самоконтрагредиентно и вообще является 
наинизшим самоконтрагредиентным представлением 9„. Покажем, что 


Для т четного Аш.! симплектично, для нечетного — ортогонально. Дей- 
о* 


р 
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ствительно, %„ образована матрицами определителя 1, поэтому детерми- 
нант О = [2(), 1<),..., д], составленный из компонент п--1 пере- 
менного вектора 2“, инвариантен. Разложение ОР по минорам первых 
т-+-1 строк можно рассматривать как билинейную форму относительно 
этих миноров и миноров последних т--1 строк. Заменяя в О миноры 
соответствующими компонентами вектора в пространстве АРТИ мы полу- 
чим искомую инвариантную билинейную форму. Ясно, что эта форма 
симметрическая для т--4 четного и кососимметрическая в противном 
случае. 

Обращаясь к другим представлениям %,„, мы предположим сначала, 
что т-+-1 четно, т=2А- 1, п=4к-- 3. Утверждается, что в этом слу- 
чае все самоконтрагредиентные представления %;„ ортогональны. В самом 
деле, для наинизшего представления с весом Ли: это верно. Пусть 


А=УРА, самоконтрагредиентно. Если старший коэффициент Л четен, 
то ортогональность Л была обнаружена уже ранее. Если же р, нечетен, 
то разность Л —Ли+1 =’ есть вес некоторого неприводимого предста- 
вления. Старший коэффициент А’ четен, значит, Л’ ортогонально. Кроне- 
керовское произведение представления Л’ на Аш+4 ортогонально и содер- 
жит в качестве своей высшей неприводимой части представление веса Л. 
Отсюда, как и выше, заключаем, что А ортогонально. Сходные рассу- 
ждения показывают, что для т = 2% самоконтрагредиентные представле- 
ния с четным старшим коэффициентом ортогональны, с нечетным — 


симплектичны. Следовательно, 
Если п==Л (то4 4), то самоконтрагредиентные неприводимые пред- 


ставления группы %„, веса которых имеют четный старишй коэффи- 
циент, ортогональны, — нечетный старший коэффициент — симплек- 
тичны. Для остальных значений п все самоконтрагредиентные пред- 


ставления %„ ортогональны. 
Группы С,„. Главными весами неприводимых представлений С» 


являются формы А=р,^. +... -р.^,, где р, >р,.=... >> 0— 
целые рациональные числа. Перестановки переменных Х; и изменения 
их знаков дают снова веса того же самого представления ®. Значит 
форма —Л является весом ®, и все представления С„ самоконтрагре- 
диентны. Покажем теперь, что 

Неприводимое предетавление С„ ортогонально, если сумма коэффи- 
циентов его главного веса четна, и симплектично, если сумма коэффи- 
циентов нечетна. 

В самом деле, группа С„, рассматриваемая как свое собственное 
представление, симплектична. Ее :-кратное альтернирование дает непри- 
водимое представление СГП веса А; =^,- А, ...-^,. Согласно второй 
лемме этого 10°, Л; ортогонально для четных & и симплектично для 
нечетных. Далее пользуемся индукцией. Пусть А — данный вес, отлич- 
ный от Д,,..., А. Ищем такое к, 1<Ё< п, чтобы разность Л — ЛА; = 
—Д’ была снова старшим весом некоторого представления. Предотэвле- 
ние Л есть наивысшая неприводимая часть кронекеровского произведе- 
ния Д’на Д,;. Если сумма коэффициентов Л четна, то такие же суммы 
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У А’и Л, имеют одинаковую четность. Значит, перемножаемые пред- 
ставления либо оба ортогональны, либо оба симплектичны. В том и дру- 
гом случае кронекеровское произведение, а значит и ЛД, ортогонально. 
Если сумма коэффициентов Л нечетна, то сумма коэффициентов одного 
из весов Л’, Д; четна, другого нечетна. Тогда кронекеровское произве- 
дение симплектично, а вместе с ним симплектично и Л. 

Группы Д„. Главные веса имеют вид ЛД =р,^, + р.^,-... + рик, 
где коэффициенты р, >р,>...>р,..>|Р»„| либо все целые, либо все 
полуцелые. Перестановка коэффициентов и изменение знака у любой 
пары переменных дают снова крайние веса того же представления. 

Пусть п=2т-- 1. Минимальный вес представления Л равен — р,\, — 
—... — Рип. + Ра^и. Значит, контрагредиентное представление имеет 
вес 


Де =р,.^.-р.^,-- ео Ра, — Рав, 


Самоконтрагредиентные веса характеризуются условием р,=0. Однако 
представления с такими весами могут быть получены путем расщепле- 
ния на неприводимые части кронекеровских произведений представлений 


ЕВА А. =^А,-А,, т Аи. =А,- ме + Аи-.. 


Представление Л; есть 1-0е альтернирование основного представления 
группы О„. Так как ®, ортогональна, то все Л; также ортогональны. 
Отсюда непосредственно заключаем, что все самоконтрагредиентные пред- 
ставления ).„., ортогональны. 

Рассмотрим более сложный случай, когда п = 2т. Здесь наряду с А 
форма —Л будет также весом. Поэтому все представления Д,„ само- 
контрагредиентны. 

Представления с весами 


АА НА, РА (1=1,2,.7., па), 
Аа (+ ис А 


А, = 5 (^, Вт Ааа Е) 


образуют базис. Таким образом, расщепляя их кронекеровские произ- 
ведения, можно получить любое другое неприводимое представление. 
Представления Л; (1=1,..., п=2) есть г-0ое альтернирование основ- 
ного представления О„ и поэтому ортогональны. Мы покажем, что остаю- 
щиеся два так называемые спинорные представления Л„_,, А„ ортого- 
нальны для четных т и симплектичны для нечетных т. Согласно по 5 
для этого достаточно знать, симметрической или кососимметрической 
будет матрица Т, преобразующая представление Л в его контрагре- 
диентное. 

Спинорные представления по Картану (*) строятся так. Пусть 
В, ..., Йи» @а, ..., е, — канонический базис алгебры Л». Обозначим через 


с 4 
ДЛ переменную, значениями которой являются формы гс" АА, 
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-...-^,), где знаков минус нужно брать четное число для предста- 
вления Л„ и нечетное для Л„_, Образуем матрицы 


А= |! вл, м || = у @лмёлм, 


индексами элементов которых служат формы Л, елм — матричные еди- 
ницы. Элементу #=)^,й,--...-Н^„№» ставим в соответствие матрицу 
Н= У!Л (№ еда, а элементу е„ матрицу 


Ес = р в (А, а) ел, А-а, 
А 


где в(Л, ®)=0, если Л —о не является весом, в противном случае 
(А, ©) = 06 ь--. ба ДЛЯ ЕМС (А ©) оо ва 
а= —^,—^,, = Ул. Ищется матрица Т, удовлетворяющая соот- 
ношениям ТА= — А*Т, АЕФ. Из условия ТН = —НТ имеем Мымеды = 
— — Ледм лм, Т. ©. м=0О для ^-+М-О, 14-0. Соотношение 


ТЕ. = — ЕТ дает 
в (А я %, а) Аа, Ао = ТА, А ( ря А, а). 
Применяя это равенство К раз, получим 


Аа -ь ... Ка, -А-о1-... фак = 


= в в (—А, а: в ([-А—2,—... —ж—ь, к) { 
= (1 в (А-а, а,) мт к (А-а, + ... + “1, ак): \ (и 


Положим здесь 
1 я & 
А= 5 (6. +... 6), 
. п 
6; —= — бана бь (: = Ч 2, ко 
Так как согласно определению р (Л, а!) =1, то формула ($) дает #4, _^= 
п 
—=(—1)* -#-л,^. Следовательно, Т симметрична для четных “> и косо- 


симметрична для нечетных — . Теперь, зная характер базисных пред- 
ставлений, легко найти поведение и всех остальных. Окончательный 
результат следующий: 

Все представления групп О., ортогональны. Неприводимые предста- 
вления П.,, с целыми весами ортогональны, с полуцелыми симплек- 
тичны. Все самоконтрагредиентные представления групп О.т,, орто- 
гональны. 

Грунпы В,. Максимальные веса неприводимых представлений 
суть А=р,^,--...-Р^,, где р, >р,>...2=р,„ > 0 либо все целые, 
либо все полуцелые. Перестановки переменных и изменения их знаков 
дают веса того же представления. Значит, все представления В„ само- 
контрагредиентны. Их можно получить расщеплением кронекеровских 
произведений базисных представлений с весами ЛД, =^,, Л, =^,-ЕА,,... 


) 
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й 
Апя=^, +... НАьь А,=5 (А, ...-Н №). Первые п—1 из этих весов 


являются весами последовательных альтернирований основного пред- 
ставления В„ и поэтому ортогональны. Последнее, спинорное представ- 
ление строится так же, как соответственное представление Д„ в пре- 
дыдущем случае. Из формулы (+), применимой и здесь, видно, что Л; 
будет ортогонально для п=4к, симплектично для п=Ак-2. Если 
п=2т-- 1, то, полагая в этой формуле 


@; = — бо; 1 А 4—0; Ло, Чита = —8; Ап (2-12. о 236 т), 
1 
где Д=> (8,^, -...-8,^,), получим снова В =(— А)”, Ш. 


Следовательно, для т четных А„ оказывается симплектическим, для т 
нечетных ортогональным. Отсюда, как и ранее, получаем окончательный 
результат: 

Все представления групп Ваь, Вакци ортогональны. Неприводимые 
представления Вак+1, Вак+> с целыми весами ортогональны, с полуце- 
лыми симплектичны. 

Группас.. Максимальными весами являются формы р,^, -- р,^, -Е рз^№., 
ААА, + А, =0, р. |+ р, + р. =0, где р, — рациональные дроби с знаме- 
нателем 3`ис сравнимыми под 3 числителями, р, >р,>р., р. < 0. 

Преобразования 


А—>А Е зтдь 
А—>А — (т; — т;) (^; се ^;) 


дают крайние веса того же представления. Отсюда следует, что —А 


также вес представления Л. Поэтому все представления С, само- 


2 в. о 


контрагредиентны. Представления с весами Л, = = ^, = А, —3^», 


А,=^,—^, образуют базис. Первое из них есть представление оте- 
пени 7, указанное Картаном в ("). Оно имеет инвариантную квадра- 
тичную форму и, значит, ортогонально. Рторое — присоединенное и, 
следовательно, также ортогонально. Отсюда в силу теорем п° 5 вы- 
текает, что все представления С, ортогональны. 

Группа К,. Формы р,^, Е р.^, + р.^, Е ра, где р, > р, Р-Р, 
р > р. >рР.>р., р. целые или все полуцелые—являются старшими 
весами неприводимых представлений Р,. Преобразования 


АА ЖжтА, А-А-(+тТ Ет) (А, 


А (5 о ЗЕ т.) У Е ^:) 


дают снова веса того же представления. Первое преобразование пока- 
зывает, что наряду с Л весом является и —Л. Таким образом, все 
представления Ё, самоконтрагредиентны. Базис образуют представления 


с весами Л. =, А.А, А, А = (ЗА, А, №), А. =, А, 


Первое из них есть представление, указанное Картаном в (“), и имеет 
инвариантную квадратическую форму. Представление Л, —присоединен- 
ное и поэтому также ортогонально. Второе альтернирование представ- 
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ления Л, содержит наивысшую часть с весом Л,, а третье альтерниро- 
вание —часть с весом Л,. Так как Л, ортогонально, то Л,, А, также 
ортогональны, откуда следует, что все представления Е, ортогональны. 

Группа Е,. Максимальные веса здесь — формы р,^, | р.^,-|... - Ре№», 
где р. >2Р.>... 2Рь, РРР. ЕР = РЕ ЕР А. р. —рР; целые, 


> № р. целое. Преобразования 


А-а. (р. РО: А+ (+ В. В. — Ру к) м--ы-Е №»), 


ААУ (№) 


дают все крайние веса. Отсюда легко проверить, что наименьший вес 
представления Л равен 


(р.—5 Хр. у, + (в.—ч Хрь у, +. + (-з Ур), 


Таким образом, контрагредиентное представление имеет вес 


4" (Уи ($ Ум-ь ++ (5 Хрь-р 


и условия самоконтрагредиентности Л пишутся в виде 


Л 
-; ХРь = Р: + Рь = Р, + Рь = Р, + Р- 


Отсюда, в частности, следует, что коэффициенты самоконтрагреди- 
ентного представления целые. Фундаментальную систему образуют 


представления с весами А, == Ул. —А,, А.=У а, Ам, 
4 2 
А = № А У№НЫ-А, мм А-ы +. 


Среди них Л,, Л, и Д,, Л, взаимно-контрагредиентны, Л,, Л, самокон- 
трагредиентны. Представление Л, — присоединенное, следовательно, орто- 
гональное. Альтернирование Л! содержит в качестве своей наивысшей 
части /., которое, таким образом, тоже ортогонально. Отсюда видно, 
что все самоконтрагредиентные представления группы Е; ортогональны. 

Действительно, единственными самоконтрагредиентными представле- 


ниями с Ур <9 являются Л, и Л,, для которых это верно. Пусть 


теперь Л самоконтрагредиентно, Ур» > 9 и для низших весов предло- 
жение доказано. Если р, >р,, то Л—Л,=А’ будет самоконтрагре- 
диентным весом и, значит, ортогональным. Кронекеровское произведе- 
ние представлений Л’Х Л, ортогонально и содержит Л своей главной 
частью. Следовательно, Л ортогонально. Если, наконец, р,=р,, то 
можно найти такие взаимно-контрагредиентные представления, кроне- 
керовское произведение которых содержит своей высшей частью Л. 
Так как произведение контрагредиентных представлений ортогонально, 
1е ортогонально и Л. 
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Группа Е,. Старшими весами представлений являются формы 


1 
Л=р,^, + ...-р.^,, где коэффициенты р; и - УР» либо целые, либо все 


полуцелые, р, >р.>...>р., р, < : р. < Р,--Р.-|Р.. Преобразова- 
ния 


т 


А— А+ (3 У Р.— р: РР Рь) (ММА, 


А—>^+ (> Р«—р:)( — ХА.) 


позволяют найти все крайние веса. Из этих преобразований можно 
усмотреть, что вместе с А весом того же представления будет и —Л. 
Таким образом, все представления Е, самоконтрагредиентны. Базис 


образуют представления с весами Л, = У\)., А 45» И — г Хе 


т к, 3 
д, =^, А, + У». АУ. —^, А, ААА, Аа, 


А.=ЗУ^.—^,—^.—^.. Форма Л, является весом присоединенной 
группы и, следовательно, ортсгональна. Форма Л, есть вес особого 
картановского представления, являющегося симплектическим [см. (*)]. 


Из соотношений А Аа РА Ань Л ЗО 
А! = Л,+...; следует, что Д,, Л,, Л, ортогональны, а А, сим- 


ы 
плектично. Остается рассмотреть Л.. Пусть М =-5 У — № — №. Тог- 


да из Л=М--... следует, что М симплектично, а соотношение 


А,ХА,=М-+ ... показывает, что представление Л, должно быть сим- 
плектическим. Зная поведение базивных представлений, легко находим, 
что неприводимые представления Е, ‚ главный вес которых имеет целые 
коэффициенты, — ортогональны, с дробными коэффициентами — симплек- 


таичны. 
Группа Е,. Беса неприводимых представлений даются формами 

Л=р.^.-...-Р.^,, Ур.=0, УХ. =0, коэффициенты которых р» ра- 

циональные дроби с знаменателем 3 и с числителями, сравнимыми 

тпо4 3, р, > р, >... 2 Р,‚, Р.Е Р-Р, >02 р. + Рь | Ра. 
Преобразования 


Ар А = (рр), 
1 д 
АА Рь (ч Хмм) 


позволяют из наивысшего веса получить все крайние веса. Отсюда 
находим, что —Л является весом представления Л. Значит, все пред- 
ставления группы Ё, самоконтрагредиентны. 


168 А. И. МАЛЬЦЕВ 


1 Е 
Базис образуют веса Л, =^,—^,, А, =2А, А, А, А, = 2, — 


и 
Л.А, А. = 3, —3 №, ах А. =8^, НА, РА, — 


а, А, МБА, 


Среди них первый вес есть вес присоединенного прэдетавления и по- 


Я * 
тому ортогонален. Полагая М= 7^, —^, —^, — ^, —^, — У ^., мы из 


соотношений 
АА... АА АА. АА 
ДА, +... АА, ...; АЧ=М...; АХАЕМЧ... 


последовательно выводим, что все базисные веса Е, ортогональны, 
откуда, в свою очередь, вытекает, что вообще все представления груп- 
пы Е, ортогональны. 

п°7. Полупростые подгруппы клаесичееких групп. Все представления 
полупростых групп в классических группах нами теперь найдены. 
Это дает возможность определить и все полупростые подгрулпы их. 

Пусть ® какое-нибуць линейное представление степени п полупро- 
стой группы ®. Ее образ % (8) в полной линейной группе будет одно- 
временно подгруппой группы @, равной соответственно А’, Ви, 

: 


С,, и, в зависимости от четности п и от того, будет ли представле- 
> О, 


ние % ортогональным или симплектическим. При этом подгруппы, 
отвечающие неприводимым представлениям, характеризуются особым 
свойством — они не содержатся ни в одной собственной регулярной под- 
группе ®. Ради краткости мы будем называть такие подгруппы непри- 
водимыми. 

В начале настоящего параграфа было показано, что классы пред- 
ставлений Зв ©, переводимые друг в друга внешними автоморфиз- 
мами %, взаимно однозначно соответствуют классам внутренне сопря- 
женных подгрупп ©, изоморфных ®. В частности, классы неприводимых 
представлений определяют неприводимые подгруппы. 

Найдем сначала неприводимые простые подгруппы 8 какой-либо 
классической группы ©. По предположению, ® простая и, значит, изо- 
морфна одной из групп Аш, Вт,..., С.. Среди этих групп внешними 
автоморфизмами обладают только Аш, Ош и Е, [6р. (°), а также (°)|. 
За исключением Д,, все они с точностью до внутренних имеют только 
один внешний автоморфизм, который мы возьмем в картановской кано- 
нической форме и обозначим через с. Пусть неприводимое представле- 
ние группы & имеет вес Л. Вес представления Г. —> ® (Г5), получающе- 
гося из Ф с помощью автоморфизма ‹, обозначим ЛД®, вес контрагре- 
диентного представления %*— пусть будет Л*. Тогда, принимая во 
внимание, что вес целиком определяется представлением максимальной 
регулярной абелевой подгруппы, мы из формул Картана легко усмат- 
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риваем, что Л° =А*. Однако неприводимые представления в А,„, В,, 
С„ однозначно характеризуются своими весами, поэтому неприводимые 
простые подгруппы В„, С„ однозначно тарактеризуются своими веса- 
ми, а подгруппы А„— парами взаимно-контрагредиентных весов. 

Для подгрупп групп 0, положение несколько иное. Здесь следует 
различать подгруппы двух типов: 1) подгруппы, изоморфные А, Ди, 
Е., и 2) подгруппы, изоморфные остальным простым группам. 

Подгруппы второго типа внешних автоморфизмов не имеют, и поэто- 
му их самоконтрагредиентному весу степени 2п в группе Д,„ отвечают 
в точности два класса сопряженных подгрупп. Что касается подгрупп 
первого типа, то здесь такому весу могут отвечать иногда один (для 
четных 7), иногда два (для нечетных п) класса сопряженных подгрупп. 

Пестрота, вызываемая особым поведением групп Д,„, исчезает, если 
ищутся классы внешне сопряженных подгрупп. Именно, каждому само- 
контрагредиентному весу и каждой паре взаимно-контрагредиентных 
весов отвечает в точности по одному классу внешне сопряженных под- 
групп в классических группах. 

Действительно, группы В„, С, внешних автоморфизмов не имеют 
и для них утверждение совпадает с ранее высказанным. Внешний авто- 
морфизм з для групп А„ имеет вид А—> А*1. Таким образом каждое 
представление с переводит в контрагредиентное. Наконец, с для групп 
р, обозначает преобразование посредством несобственной ортогональной 
матрицы. В )„ каждому весу’отвечают два несопряженных представления, 
однако оба они переводятся друг в друга автоморфизмом с, что и требовалось 

Чтобы получить все простые группы, а не только неприводимые, 
достаточно заметить, что всякое представление простой группы распа- 
дается в классических группах на неприводимые части. Поэтому простые 
подгруппы будут характеризоваться системами весов, сумма степеней 
которых не превосходит степени соответствующей классической группы. 
Взаимно-контрагредиентные системы определяют один и тот же класс 
внутренне сопряженных подгрупп в А„, В», С» и, вообще говоря, два класса 
в О,„. Внешне сопряженные простые подгруппы классических групп вза- 
имно однозначно соответствуют парам контрагредиентных систем весов. 


8$ 3. Трехчленные простые подгруппы 


В предшествующем параграфе были определены ‘полупростые под- 
группы классических групп. Таким образом, для решения общей за- 
дачи остается найти полупростые подгруппы пяти особых групп. Мы 
здесь укажем способ для нахождения их простых трехчленных пода 
групп. Зная эти подгруппы, в группах С, и Е, легко найти и вообще 
все полупростые подгруппы. Перечень их здесь прилагается. Что 
касается подгрупп Е,, Е,, Ез, то этот метод для них требует пере- 
смотра большого числа комбинаций корневых векторов, и они остаются 
нерассмотренными, 

по 8. Идемпотенты полупростых алгебр Ли. Пусть С—полупростая 
алгебра Ли. Ради краткости максимальные регулярные абелевы под- 
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алгебры полупростых подалгебр С мы будем называть идемпотентами С. 
Максимальные регулярные абелевы подалгебры самой алгебры С будут 
называться главными идемпотентами С. Известно, что всякий идемпо- 
тент С содержится в некотором ее главном идемпотенте и что все глав- 
ные идемпотенты сопряжены между собой [ср. (*)]. Следовательно, 
каждый идемпотент С сопряжен с одним из идемпотентов, лежащих 
в произвольно выбранном ‘фиксированном главном идемпотенте С. 

ТЕОРЕМА 1. Каждый идемпотент С содержит внутри себя лишь 
конечное число идемпотентов. 

Доказательство. Так как всякий идемпотент раскладывается 
в прямую сумму одномерных, то достаточно показать, что. главный 
идемпотент Н алгебры С содержит лишь конечное число одномерных 
идемпотентов. Пусть №, й,, ..., ,-— базис Н, + а, В, ...› 1Ы— 
корни С, е,, е_и,...,е,, е_.— соответственные корневые элементы С и 
\}— одномерный идемпотент из Н. Трехмерная простая подгруппа Р, 
имеющая | своим главным идемпотентом, натягивается элементами }, в, 
=., связанными соотношениями 

[4] = “==”; [ее] =. (1) 
Пусть 
ы = о 4.6 3 - ахе,, 
=” =}, | ае.- ... фазе; 


Из соотношений (41) вытекает 
р=А=0, а» (1х) = а, аз (1х) = аз, 


* 
Е, аа Ма, —,=0, (2) 
&:—в;=т 
байт (3) 
а. 
Таким образом, = может содержать только члены е,, соответствующие 
корням ф, для которых (},$)=1, а =*,— соответственно, только 


члены е_.. Если условиться изображать корневые векторы как векторы 
пространства Н, то в силу соответствия а-—>й, будем иметь 
(Й« в) = (28), и равенство (]ф)=4 перейдет в 


(№) =1. (4) 
Условия (3), (4) геометрически означают следующее. Через концы 
векторов й,, ..., №, проводится гиперплоскость минимального числа 


измерений, и из начала координат на нее опускается перпендикуляр. 
Этот перпендикуляр, нормированный так, чтобы выполнялось (4), и 
есть ]. Так как всевозможных комбинаций корневых векторов только 
конечное число, то и возможных значений } существует лишь конеч- 
ное' множество. 

п°9. Трехчленные простые подалгебры. Пусть мы желаем найти 
трехчленные простые подалгебры алгебры С. Тогда с точностью до со- 
пряженных мы можем искать лишь те из них, идемпотент которых 
лежит в фиксированном главном идемпотенте Н алгебры С. Далее 
можно поступать так. Берем произвольную систему корневых векторов 


ПОЛУПРОСТЫЕ ПОДГРУППЫ ГРУПИ ЛИ 171 


Ф1, --., Фр› Ищем соответствующий перпендикуляр | и составляем 
систему уравнений (2), (3) с неопределенными а.,, а;. Если эта система 
несовместна, то } не идемпотент. Если же решения существуют, то 
каждое из них дает трехчленную подгруппу. Мы покажем, что вее 
эти подгруппы сопряжены между собой. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть две трехчленные простые подалгебры имеют 
общий идемпотент и изоморфны относительно него. Тогда этот изо- 
морфизм может быть продолжен 00 внутреннего автоморфизма всей 
алгебры. 


При доказательстве нам потребуется 
ЛЕММА. Пусть }, з, =*и }],, в,, в*—базисы двух простых трелчлен- 


ных подалеебр с соотношениями (1). Тогда из }= р, з=з, с4е- 
* 


ОЧетиЕ =. 
Действительно, положим 
8—8. =, [85°] =и,, ..., [е°и, | =. 
Имеем [1,]= —Ки, и при некотором $ должно быть ии =0. Но 
К К = 


[#44] = —(А2- о... + Юи,. 
Отсюда следует и, 4=и,= ... =и, =и,=0, что и требовалось. 
Переходя к доказательству теоремы 2, заметим следующее. Пусть }— 

одномерный идемпотент, ф,, ф,, ..., ф› — система всех корней С 
с ($/)=1иф,,...,$.— все перпендикулярные к } корни С. Тогда, полагая 

= = ре, -- ... - об, 

ео +... 4, 
мы видим, что любые числа а. а», удовлетворяющие системе урав- 
нений 


У аз: Й; = }, ] 
ь р (5) 
в а ав М, —Ф;=0, | 
Ф;—Ф]=фк 
Дают трехчленную группу. Общий малый внутренний автоморфизм, 
оставляющий на месте }, имеет вид 


— (-— Хх уе, ) ее 
тен ( ут № Фе: Е У сб Мите: ) А 


Отсюда; бесконечно малый автоморфизм сообщает координатам ев 
приращения 


а, = — ани, — ... — арии Рааы М4, аныаеы Е 
-.: Раны, ода (6) 
да = — А, ана арт, аи, асы 


Не бы а они. 
Условия (5), подробнее записанные, имеют вид 
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у 4 и Е а: ба и... ор @ри О =],› 


иль - — $1 а авы, - Нк пай Марь - -Фр — и 


О ОВ ` = ео в 


] 
а Ч ии Ча Чаи. - + бар ар и рт ея = (1) 
) 


аа ах, Мф, -. 2-6 ам $2-НФ»-92 ЯР -- 45 «М Фр» -9р — 5. 


Так как структурные константы /.,в связаны соотношениями 
М, 1в,-« = — Ма4в,-в, ТО матрица коэффициентов при переменных @&,, 464, 
системы (6) и матрица коэффициентов при 4 ,...,@, системы (7) по- 
лучаются друг из друга путем трансформирования и изменения знака. 
При тех значениях а,,, при которых трехчленная группа существует, 
вектор <” согласно лемме определяется однозначно. Следовательно, 
ранг матрицы системы (7) при этих значениях а, должен быть равен р. 
Нотогда и ранг системы (6) также равен р. Это означает, что дифференциалы 
4а,; независимы. 'Гзким образом, если Ё = {}, г, г*} простая трехчленная. 


подалгебра с идемпотентом }, то корневые векторы = Хан ее; сопря- 


женных с Ё подалгебр заполняют некоторую окрестность вектора 


= У; ез; в пространстве < векторов вида Х,е„,-|...--^»ез»- Отсюда 
непосредственно следует, что все К сопряжены. Действительно, если 


в = Ха. Ре; Ш 8—= р а,.е., соответствующие корневые векторы двух трех- 
членных групп с идемпотентом }, то матрицы системы (7), составленные 


для аи для а,, —имеют тот же ранг р. Соединим е и г непрерывной 
кривой в, 0<%1<1, &=е, в, =е в пространстве @ и так, чтобы ранг 
системы (7) вдоль этой кривой все время был равен р. Тогда, если 
для какого-нибудь значения # элемент г, есть корневой вектор трехчлен- 
ной группы Р,, тогда и для всех соседних значений 1 существуют трех- 


членные группы и все они сопряжены между собой. С другой стороны, 
множество тех значений 1, при которых Е, существует, замкнуто. 
Отсюда ясно прежде всего, что Ё, существует для всех #, а затем 
с помощью леммы Гейне — Бореля и то, что все РЁ, сопряжены. 

По существу, эта теорема дает способ для вычисления трехчленных 
простых групп. Действительно, она показывает, что каждый перпенци- 
куляр # опоеделяет самое большее один класс сопряженных подгрупп. 
Узнать, существуетли этот класс, можно исследуя совместность системы (7). 


Однако здесь возможны упрощения. Именно, в ходе доказательства 


установлено, что если е= У аз, е, есть корневой вектор некоторой груп- 


пы РЁ, то корневым вектором будет и всякая комбинация е= Уч 6; › 

лишь бы только ранг системы (7) был при этом равен р. Таким обра- 
зом дело сводится к изучению совместности системы (7) при индивиду- 
альных значениях а,,, которые можно выбрать, в частности, так, чтобы 
система (7) сильно упрощалась. Особо можно отметить случай, когда 
в С нет корневых векторов, перпендикулярных }. Тогда речь идет 
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только о системе Ха аз, №; =}, которая заведомо совместна. Значит, 
трехчленная группа в этом случае всегда существует. 

В качестве примера рассмотрим группу С. Ее корневые векторы суть Е — 
Е» (е, е— 2), 1, ], К=1, 2, 3. С точностью до зеркальных отражений 
здесь существуют четыре перпендикуляра, которые должны быть опу- 
щены из начала координат на линии, соединяющие концы векторов. Из 
них перпендикуляры на линии, соединяющие конец вектора г, =, — 2з, 
с концом вектора 2, —е,— в, и конец вектора ®, —е, © концом е,—з,, 
трехчленных подгрупп не дают, а остальные два дают. Присоединяя к 
ним еще две регулярные трехчленные группы {е,—.,, ее -ле»}, {ее -ва-ев» 
ее }› Получим таким образом всего 4 класса сопряженных 
трехчленных простых подгрупп С,. Полупростые подалгебры ранга 2 
регулярны, это {ее,-в:, @&-ы, Фе» 268} И {ева ое» вл ва--2ез» @2е; ва ва} * 

В качестве следующего примера вычислим простые подгруппы Ё,. 


Корневые векторы Р, суть Ее, Ее =,, ы (неее, 7 


—=1, 2, 3, 4). Беря всевозможные комбинации этих векторов по 2, 3,4 
и опуская перпендикуляры 1 из начала координат на гиперплоскости, 
проходящие через их концы, мы с точностью до зеркальных отражений 
получим 24 таких перпендикуляра. Из них нужно отобрать те, кото- 
рые на самом деле дают трехчленные группы. Часть перпендикуляров 
можно сразу отбросить, если обратить внимание на то, что корневые 
элементы Р, являются весовыми векторами того представления искомой 
трехчленной группы, которое содержится в регулярном представлении 
Е.. Так как проекции корней ЁР,. на й являются весами корневых 
элементов РЁ, в указанном представлении, то эти проекции должны 
образовать одну или несколько арифметических прогрессий, содержа- 
щих нуль и имеющих знаменателем единипу. Другие упрощения по- 
лучим, если сначала найдем трехчленные подгруппы группы В,, со- 


держащейся в Р’,. Окончательно остаются слелующие 14 перпендикуляров: 
1 


й, =е,, ие, г, | 2е,, Ри. Е 

1 1 1 Е 
й, = Гр (=, т Йй, ст: > (=, ый В 2=,), Й1: = РЗ (=. а 2=,- 8=.), 
=, е,, й,=е, + 2е,-[ Зе., Й: =, -- 2е, | Зе, - 8е,, 


Л 
№=е, + 2е,, №, = 5 (ее, - 2е, | 4е,), Й =, | 2е,-{ 2е,-[ 3=.. 
=, -е, + е,, йо =, + 2е,- 3е, + 4=,, 


Еычислениями убеждаемся, что все эти й; действительно соответствуют 
трехчленным подгруппам. Эти подгруппы не могут быть сопряженными, 
так как проекции корней РЁ, на 1 образуют различные системы. Первые 
10 из этих подгрупп можно взять содержащимися в В,. 

Чтобы найти простые подгруппы ранга 2, нужно из й; строить кор- 
невые звезды. Таких звезд, удовлетворяющих дополнительному условию, 
что идемпотент искомой группы содержится в выбранном идемпотенте Ё,, 
получается только 4. Еычислениями легко обнаруживается, что эти 
звезцы действительно дают простые подгруппы. Эти подгруппы следующие: 
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(е:, е1", @лзза} {ель её, е1з} 
р о 
{е» @4*, ель} {е,-Ре,»; 2е1. -- ехз; е, фазе, а } у 

Простые группы ранга 3 и 4 регулярны и находятся непосредственно *. 

Поступило 
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Тье !оПо\лих» {Теогетз аге ргоуе4 11 $ 1: 

41° Еуегу {\0 тахипа|! зет1-зипр!е заБотопрз оЁа Те ртоир © аге 
сопиоайе4 1а ©. 

20 1.25 $ Ъе а шахипа| зет1-з1тр!е зоЪотопр оЁа Тле отоир @ ап 
1её б,, %, Ъе зешт-зиар!е заЪогойрз оЁ © сопаса{еЯ ш ©. ТЬер 5,,5, 
аге соп]аса4е4 ш ®. 

30 Те ргоеш оЁ сопз&гисиоп оЁ а Тле отопрз \ИВ а злуеп га- 
41са\ В 1з едилуа!е0 40 Ще ргоет о Ппаше оЁ а зепу-зпор]е 
заЪегоирз 0Ё 4Ъе шахипа| зепи-злтар]е сгопр‘оЁ ащотогрЬ1зтаз оЁ А. 

Ог{Воропа| ап4 зушр!есис гергезещаот$ о{ зеш1-зиор!е Тле агоарз 
аге залей ш $ 2. ТЬ1з слуез 4Ве сЛазз1сайоп оЁ а зет1-зипре зиЪ- 
отоирз ш {ог ап фе зег1лез оЁ с1аззлса| отомрз. Зеши-зиар]е заб эгоирз 
о С, апа РЁ, аге са1смафе@ 1т $ 3. 

Тре шазш гезаЙз оЁ 13 рарег аге ра Извей ш С. В. 9855 
[ХХХУГ: 2 (1942) апа Х!Т:8 (1943)]. 


* Группы указаны своими производящими элементами. Для краткости положено 
е. =@1» 6% НЕЕ ит. д. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГГЕТ!М ОЕ ГАСАРЕМПЕ РЕЗ $С1ЕМСЕЗ$ РЕ Г0В$$ 


Серия математическая 8 (1944), 161—180 з6ме таМетанаце, 


С. м. ЛОЗИНСКИЙ 


0 СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЯХ И ИХ ПРИЛОЖЕНИИ 
К ТЕОРИИ ПОВЕРХНОСТЕЙ 


(Представлено академиком ©. Н. Бернштейном) 


В работе дается улучшение результата Вад и ВескепрасВ‘а, отно- 
сящегося к изопериметрическому неравенству для кривых на поверх- 
ностях неположительной гауссовой кривизны. 


Известен следующий классический результат. Пусть Ср— плоская 
спрямляемая кривая Фогдап’а, Ш — область, ограниченная кривой С 
1— длина кривой С, а— площадь области О. Тогда 


2 

в С (1) 
и знак равенства имеет место только если С круг. Саетап (*) и 
РесКкепЪасв (*)* доказали**, что неравенство (1) остается верным и тогда, 
когда С — замкнутая простая кривая в пространстве, [—ее длина 
а— площадь минимальной поверхности, натянутой на эту кривую. 
Знак равенства попрежнему имеет место только если С есть круг, а 
минимальная поверхность — плоскость***. 

Еескепфась и Ва90 (°) доказали неравенство (1) и для того случая 
когда С есть гладкая кривая, лежащая на трижды непрерывно диффе- 
ренцируемой поверхности 65, гауссова кривизна К которой <0, 
а р— область на 5, ограниченная кривой С. Знак равенства имеет 
место только в том случае, когда К==0 в) и С — геодезический круг. 

Результат Рескепрасв’а и Ва40 оставляет желать лучшего в двух 
отношениях. Ро-первых, гауссова кривизна К зависит только от первых 
и вторых производных координатных функций. Поэтому требование 
тройной дифференцируемости поверхности представляется искусственным 
и вызванным не существом дела, а методом доказательства. Ро-вторых, 


* Цифры в скобках относятся к списку литературы, помещенному в конце 


работы. 
** В этом введении я сознательно не даю точных формулировок теорем. Таки» 


формулировки даны ниже в тексте. 
жж* Саетлап доказал теорему в предположении, что С есть аналитическая крг- 


вая, ВесКкепЬасВ исследовал общий случай. 
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требование Тладкости кривой С также представляется искусственным 
(см. цитированную выше классическую изопериметрическую теорему 
и результат Саетап’а — Рескепасв”а). Желательно доказать теорему 
ВесКкепьасв’а — Ва4б в предположении, что поверхность 5 дважды не- 
прерывно дифференцируема, а С — любая спрямляемая кривая на ней. 
В настоящей работе я имею в виду доказать теорему Вескепрасв”а — 
Ва40 при указанных только что предположениях, а также уточнить 
некоторые другие теоремы названных авторов. Метод исследования 
таков же, как и в работах Рескепфасй’а и Ва40; он основан на связи 
между субгармоническими функциями и поверхностями неположитель- 
ной гауссовой кривизны, открытой названными авторами. 


$ 1. Некоторые определения и предварительные сведения 


Пусть р(2)=р(и-:2)=р(и, о) вещественная функция, определен- 
ная в области р плоскости иъ. Будем говорить, что функция р(2) 
принадлежит в области О классу РГ, если р(2) =О в Д или если вы- 
полнены одновременно следующие два условия: 

1° 0<р(2) <+° вр; 

20 105 р(2) есть функция субгармоническая вр. 

При этом мы придерживаемся того определения субгармонической 
функции, которое дано в книге Ва4б «баЪВагтоп1с {апс®опз». Опре- 
деление функции класса РГ, данное только что, не совпадает с опре- 
делением Ва46б лишь в том отношении, что функцию р(2)=0 Ва@46б не 
причисляет к классу РГ. 

Пусть функция }(2) регулярна при |5|< 1. Мы будем говорить, 
что функция }(2) принадлежит классу Н,(8>> 0), если существует та- 
кое С > 0, что 


25 
\ 1 (ге®) в 48 <С (0<г<1). 
0 


По поводу свойств функций класса Нь см. Привалов (”). 

В дальнейшем часто придется ссылаться на две теоремы из теории 
функций комплексного переменного, принадлежащие, соответственно, 
Ее]ег’у и Е. В1ез2’у и Са!етап’у. Для удобства ссылок приводим пол- 
ностью текст этих теорем. 

ТЕОРЕМА (Ее]ёг’а—Е. В1ез2’а). Пусть функция }(2) регулярна 
при |2|<1 и принадлежит классу Н: для некоторого 8 > 0. Тогда при 
всех 0, О<9 < | 


1 2 


\ Леда < 5 у бера, 


п если хотя бы для одного 6 имеет место знак равенства, то 1(=)==0 
4 
При этом константа > не может быть уменьшена. 


СУБГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЕ 177 


ТЕОРЕМА (Саг]етап’а). Пусть функция }(2) регулярна при |< 1 
и принадлежит классу Н,. Тогда 


х 


\  и(тев)рг ага < т 9] 


121 <1 


> 


и Е равенства имеет место только, если }(2)= Е’ (2), где Е (2)= 
а2 
— са +а 
Заметим, что СаЙештап доказывает свою теорему в предположении, 
что функция ](2) регулярна при |2|<1. Однако посредством простых 
дополнительных рассуждений получим теорему и в только что указан- 
ной форме. 
Пусть р(2)— функция класса РГ. в круге |2|< 1, причем для неко- 
торого 8&>0 


есть функция, регулярная в |2| < 


Р\(ге) 4@4<С (0<г<\). (2) 


ее 


Тогда по известной теореме Тл6Йе\моо4’а почти для всех 0 функция 
Р(2) стремится к конечному пределу р(ей), когда точка д стремится к 
точке е® изнутри единичного круга по любому некасательному пути; 
В силу теоремы Каёои функция р(е!) суммируема со степенью 8 на 
интервале 0 < <2м. Известно (*), что из условия (2) следует 

25 


Па , Р? (ге!) 48 = : Р' (е8) а8. (3) 


ди функция р(2) класса РГ удовлетворяет условию (2), то будем 
говорить, что функция р(2) принадлежит классу %. В силу общих 
теорем о предельном переходе под знаком интеграла, для всякой функ- 
ции р(=) класса 


Ни [р (е) — (ге) | 4—0. (“) 


$ 2. Некоторые теоремы о субгармоничееких функциях 


ТЕОРЕМА 1. Пусть р (2)—функция субгармоническая в |2 | < 1, не рав- 
ная тождественно нулю и принадлежащая классу $». Тогда: 
1° 1орр(е) суммируем на интервале 0<0 < ж; 
2° при г < 1 
5 


1—2 


108 р (2) < ое звыеия мя 


9 аадется функция }(2), регулярная в круге |2| < 1, принадлежа- ` 
щая классу Нь и притом такая, что 
р (2) <|](2)| при |2| <1 и р(1)=1|1(2)| (6) 
-почти везде при |2|=1. 
_ Замечание. Утверждения 1° и 2° известны [см. (*)]. 
3 
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Чтобы доказать 3°, положим 
2 
В (ге) =; 1 ре са тай (7) 
8 1—2" с0з (8—2 
[О 
В силу утверждений 41° и 2° # (2) есть функция, гармоническая в `|2| < 1 
и такая, что 
р(г) < е^@® (|2|<1. (8) 
Пусть 1” (2)—гармоническая функция, сопряженная с #(2). Положим 
#(2) = еа*. 
Ясно, что }(2) регулярна при | | < 1, причем 
17 (2) [= 2 (9) 
С помощью (7), (8) и неравенства Депзеп’а находим 
2 
1 { 1--т2 4 4—г2 
а. 
] (ге) ОС 0 0 
Отсюда 
21 2% 


\ | (ге) 346 < \ ре) @ (0<г<1) 
9 0 
и, следовательно, }(2)ЕН.. В силу (7), (8) и (9) заключаем, что }{(2). 
удовлетворяет всем условиям теоремы. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть р(:)—функция класса РБ в |2| «1 и р(2)Е$ь- 
Тогда 
1 2т . 
} 2? (еее а < ) (#4 (0<8<2м), (40) 
= у 
причем если тоть для одного @ в формуле (10) имеет место знак равен- 
ства, то р(з)==0. Константу 5 нельзя уменьшить. 


Доказательство. Пусть р (2) = 0. По теореме 4 найдется функ- 
ция }(2) класса Нь, удовлетворяющая условиям (6). Так как }(2) = 0, 
то, применяя теорему Ее] ёг’а — В1ез2’а, находим 
1 1 т о 
} р (ре) ар < \ |У(ре®) В 46 < 5 :\ (ева = - рз(е") 4, 
= = 

что и требовалось доказать. 

Замечание. Для случая, когда р (2) непрерывна в | 5 | < 4, неравен- 
ство (10) другим методом доказал ВескепЬасЬ (“). Метод Рескепасв”а 
не позволяет, как это указывает и его автор, решить вопрос о знаке 
равенства в (10). 

Следствие (из теоремы 1). Если р(=) ограничена и принадлежит 
классу РГ в |2| < 1 (в частности, если р(2) непрерывна в |2| <1 и 
класса РЬ в |2| < 1) и если р(е)=0 для множества значений @ поло- 
жительной меры, то р(2)==0. 

Это — обобщение одной теоремы ВескепьасЬ”а — Ва@б [см. (°)]. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть р (2) —функция класса РЫв || <1и пусть на 
единичном круге существует множество Е значений 0 положительной 
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меры такое, что р(2)0, когда 1-—е8 ЕЕ изнутри единичного 
круга по любому некасательному пути. Тогда Р(2)==0. 
Это — обобщение известной «теоремы единственности» Привалова. 
Теорема 3 доказывается с помощью указанного выше следствия из 
теоремы 1 так же, как теорема Привалова доказывается при помощи 
«теоремы единственности» Раёой для ограниченных аналитических функ- 
ций [см. (")]. 


$ 3. Одна теорема о полной вариации гармоничеекой функции 
вдоль некоторой окружноети и ее следетвия 


ТЕОРЕМА 4. Пусть }(1) вещественная или комплексная” функция, 
имеющая ограниченную вариацию на интервале —т <1<т. Пусть 


п 
в) 1 ре 
Е \ зб 


— 


— гармоническая внутри единичного круга функция, соответствующая 
{(). Пусть К — окружность радиуса < 1, касающаяся единичного круга 
изнутри в точке 2 = —1. Тогда 
уаг и (те) < уаг 1), (11) 
7:4 —<<к 
т. е. полная вариация функции и(тей) вдоль окружности К не пре- 
восходит полной вариации функции }(1) на интервале [—т, «|. 

Знак равенства в (14) имеет место в том и только в том случае, 
когда }(1)==е?“р (1), где « — вещественное число, а р(1) — вещественная 
функция, монотонная на интервале [—т, п] и непрерывная в точках 
ВТ, ЧЕТ, 

Если же функция }({) не имеет указанного строения, то ег 


постоянно возрастает с возрастанием радиуса окружности К, т.е. если 
К, и К, будут двумя окружностями указанного вида, причем радиус 
К, меньше радиуса К,, то 
уар ц (ге) < уаги (тей). 
К» Кз 


Для доказательства нам потребуется следующая 

ЛЕММА 4. Пусть функция Е(1), принимающая вещественные или 
комплексные значения, ограничена при — © <1<-- < и имеет на этом 
интервале ограниченную вариацию. Пусть функция 0 (т, у) определена 
в полуплоскости у > 0 интегралом Ро150т’а 


й со 
0(т,у)=- \ ри (04. (42) 
Тогда для любого у> 0 
уаг. 0О(х,у)< уаг Р(%, (13) 
—©<х<- с — < <{<- < 


т. е. полная вариация функции 0 (х, у) на любой бесконечной прямой 
= с003ф не превосходит полной вариации функции Е (1) на —© << 
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<-+о. При этом, если в формуле (13), хотя бы для одного у > 0, 
имеет место знак равенства, то он имеет место и при всех у > 0, 
и функцияЕ(Т) имеет вид Е (1) =ер(1), где а — вещественное число, 
а р (1) — вещественная функция, монотонная при —< << о. 
Обратно, если функция Е (1) имеет указанное строение, то в формуле 
(13) при всех У имеем равенство. 
Если же функция Е(1) не имеет указанного строения, т 


уаг 0(х,9) постоянно убывает при возрастании у, т. е. 
—<<х< оо 


уэг 0(т,у,)< уаг И (т, у9,) при О<у, <у, <. 
—<0<д<-< 


—<<х<- 


Доказательство. Имеем: 


[22 


в у < — 24 (#— К 
0: =- \ Ри Р 4 ый Ел). 


Следовательно, 


со -5<о со 


\ [С/х (х, у4==- \ | ки 9 |4 < 


—со 


= вы ея!еРу-1 | ы 10] И: Ия = 


со со 


со 
=1 \ #70) \ Ен «= \ |4Р (Е) эго в : ы, = хаг ЕР, 
—ю —> —< —<© 
что доказывает неравенство (13). Остальные утверждения леммы полу- 
чаются посредством тривиальных рассуждений, которые не считаем нуж- 
ным приводить. 
Доказательство теоремы 4. Формулы 
1—2 - $— т 
о ет Е (14) 
дают конформное отображение круга |5| < 1 на полуплоскость $ (%) > 0 
причем окружность К переходит в прямую $ (%) = с0пзё. Положим 
®=Ж-Еу, 2=гей и 


Пед =в(—=), $ (%) > 0; 
Р (1) = А (ато) при — © <#<-+ о. 


Тогда 


Оз: у=а (==) ==и.(2) = 


к со 
1 1—г 1 
== Оку я® = \ Гео: рр '. 
—® —с 


и, следовательно, 


уаги (2)=  уаг 0 (5,у)< уэ=х Ро уча } 
к —с0<$<-о —< << —п<1<п 
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что доказывает неравенство (411). Остальные утверждения теоремы 4 
легко. следуют из соответствующих утверждений леммы 1. 

Дадим некоторые приложения теоремы 4. 

ТЕОРЕМА 5. Пусть функция }(2) регулярна при |2| < 1 и принад- 
лежит классу Нь. Пусть К — окружность, лежащая в круге |1|<1, 
но не совпадающая с единичной окружностью. Тогда 


ола < (бар 4 (15) 
К |#|=1 
Знак равенства в (15) имеет место в том и только в том случае, когда 
7(2) ==0. 

Доказательство. Теорема известна для случая, когда К окруж- 
ность, концентрическая с единичной окружностью. Элементарными рас- 
суждениями (конформное отображение) получим отсюда теорему для 
случая, когда круг К лежит в открытом круге || < 1. Отсюда предель- 
ным переходом получим неравенство (15) и для случая, когда окруж- 
ность К касается единичного круга |2|=1` изнутри. Однако при таком 
доказательстве остается открытым вопрос о знаке равенства в (15), если 
К касается единичного круга. Поэтому пойдем другим путем. Можно 
прежде всего считать, что 8=1, так как случай $ +1 сводится к этому 
посредством элементарных рассуждений. Далее, можно считать, что 
окружность К касается единичной окружности в точке = —4. Тогда, 
полагая 


Е (2) = \ 1045, (16) 


> —н 


видим, что функция Р(2) регулярна в |2| <1, непрерывна в |2|<1 
и имеет на круге |2|=4 ограниченную вариацию |(больше того, как 
известно, Ё (2) эбсолютно непрерывна при |2'=1). Применяя теорему 
4, получаем 

|} 17(ё) | а |= чае (2) < уаг Р()= |7() 1421, (17) 


р. №|=1 а 


Если }(2) =0, то знак равенства в (17) невозможен, так как тогда 
функция Р(2), определенная формулой (16), не может на единичной 
окружности представляться формулой Р (ей) = е?°р (#); где & и р({) удо- 
влетворяют условиям теоремы 4. 
Из теорем 14 и 5 легко следует 
ТЕОРЕМА 6. Пусть функция р(*) принадлежит классу $: при 
|2| 1 и К— окружность, лежащая в круге || <1 и не совпадающая 
‹ единичной окружностью. Тогда 


2 (2)1421< \ 24 
Ё [|= 
и знак равенства имеет место только если р(2)==0 
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Пусть Г — аналитическая кривая, лежащая в плоскости ху. Назовем (*) 
полным вращением этой кривой полную вариацию при обходе кривой 
Г угла, который касательный вектор к кривой образует с положитель- 
ным направлением оси абсцисс. Полное вращение очевидно > 2ж; оно 
равно 2 в том и только в том случае, когда кривая Г выпукла. Полное 
вращение кривой Г обозначим через Т (Г). 

ТЕОРЕМА 7. Пусть функция =}(2) отображает взаимно одно- 
значно и конформно круг |2| < 1 на внутренность аналитической кри- 
вой Г, лежащей в %-плоскости. Пусть К—окружность радиуса < 1, 
касающаяся единичного круга изнутри, и пусть Г” — образ круга К при 
отображении ® = } (2). 

Тогда: 

40 если кривая Г выпукла, то полное вращение кривой Г” равно пол- 
ному вращению кривой Г(= м), т.е. кривая Г* тоже выпукла; 

2> если кривая Г не выпукла, то полное вращение кривой Г” меньше 
полного вращения кривой Г, но больше 2т: 


жж ТГ 

(т. е. кривая Г” «более выпукла», чем Г, но все же не выпукла). 

Замечание. Утверждение 41° известно для случая, когда круг 
К лежит внутри единичного и концентричен с единичным (°). С помощью 
сказанного в (°) конформным отображением и предельным переходом 
легко докажем теорему, с заменой в утверждении 2° слова «меньше» 
на «меньше или равно» и слова «больше» на слова «больше или равно», 
т. е. докажем, что 2 <Т (Г*) <Т (Г). 

Доказательство. Можно считать, что окружность К касается 
единичного круга в точке 2= —1. Пусть ф=Ф(2) есть угол, который 
образует с полуосью % (%) > 0 касательный вектор к кривой Г, прове- 


денный в точке % = } (2), и пусть ф=$(2) имеет аналогичное значение 
для кривой Г”. Тогда легко видеть, что [ср. (°)] 


Ф—= 3105 (1+2) (2-4 С, 
ф= Зло аа лс, 79, 


где С, и С, — константы. Кроме того, ясно, что кривая Г (соответ- 
ственно, Г*) будет выпуклой в том и только в том случае, если угол 
$(2) [соответственно, $(2)] изменяется монотонно, когда 2 описывает` 
окружность 2 =1 (соответственно, окружность К). Так как функция 


$108 [(1- 2): ] (2)] 


гармонична при |2| <1 и имеет ограниченную вариацию при |2] = \{, 
то наша теорема следует из теоремы 4. 

ТЕОРЕМА 8. Пусть функция %=}(2) отображает круг |1|< 1 
на внутренность спрямляемой кривой Лот4ап’а—Г, лежащей в %-пло- 
скости. Пусть К —окружность такая, как в теореме Б, и пусть Г*— 
образ окружности К при отображении т =}(=). Тогда длина кривой. 
Г” меньше длины кривой Г. 


СУБГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЕ 183 


ж—32ж 


Доказательство. Как известно, функция }(2) принадлежит 
классу Н, и длина кривой Г равна 


ие, 
. | =4 
а длина кривой Г” равна 


Ре). 


Наше утверждение следует теперь из теоремы 5: Рассуждая, как в на- 
чале доказательства теоремы 5, мы могли бы доказать только, что Г* 
не длиннее, чем Г. 


В следующем параграфе будет дано некоторое обобщение теоремы 8. 


$ 4. Приложение к теории поверхностей неположительной 
тгауссовой кривизны 


Пусть © — область в плоскости ио и пусть функции = 
х=2(и, 2), у=у(и, о), з=2(и, 5) (18) 
определены в области @® и имеют там непрерывные частные производ- 
ные первых двух порядков. Тогда мы говорим, что уравнения (18) 
определяют поверхность 5 класса С”. Если ЕС —Е*>0 в области ®, 
где Е, Ё, С — коэффициенты первой квадратичной формы Гаусса, то мы 
говорим, что поверхность 5 регулярна. Если в © 
Е =. чи. “Р=0, 
то говорим, что поверхность 5 задана изотермически. Всюду далее, 
имея дело с поверхностями, заданными изотермически, будем писать 
Е=бС=^. 

ЛЕММА 2. Пусть уравнения (18) определяют регулярную поверт- 
ность класса С”, заданную изотермически. Пусть С— произвольная 
гладкая кривая Гогаап’а, лежащая вместе с ограниченной ею областью 
р в ®. Тогда 

\\ К» аи аъ = — > \ 2 д, 

р мас 
где К — гауссова кривизна поверхности, 45 — дифференциал дуги кривой 
С; а», —производная от Х в направлении внешней нормали к С. 

Доказательство. Пусть вообще ©)’ — некоторая область, лежа- 
щая вместе со своей границей 3’ в © и/(и, о)—функция, определенная 
'в @ и имеющая там непрерывные частные производные первых К по- 
рядков (К =0, 4,2, ...). Пусть г>0 есть столь малое число, что 
замкнутый круг радиуса г с центром в произвольной точке множества 
©®'-- 3’ лежит в ©. Положим 

Ари, 5; = м Ка-ЕЬ 5+1) 4 ам. 
вр — та 
Нам потребуются следующие, хорошо известные, свойства функций 
А(}; и, о;г), доказательства которых можно найти, например, у Вад6 (*°): 
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(1) А(; и, 0; г) есть функция от и, ©, определенная на некотором 
открытом множестве, содержащем ©’-- Ъ” внутри себя, и имеющая на 
этом множестве непрерывные частные производные первых Ё -{ 1 
порядков. 

(2) Когда г->0, то функция А(рри, с; г) и все ее частные произ- 
водные до порядка К включительно стремятся равномерно в ©’-- 3" 
к функции }(и,0) и ее соответственным частным производным. Пусть 
теперь уравнения (18) представляют 'некоторую регулярную поверх- 
ность класса С’”’”’. Полагая Й=УЕС-— Е* и применяя классическую 
теорему Гаусса, находим 


1 й Л И 
| о а 2. Е А 


2 
и 1 
1 
5, Е б 
А А 
0 обо = С 
1 4 
Е. Е Е |= 
4 
С ЗЕИС 
ЗЕЯ 1 
се 
где 
ео СЕЕ ЧЕ (ЕАН, 
Вуз (Е (Е С,—Е.С,)—2Е (Е.С. Е.Е, —2ЕЕ.Е.)—2СЕЕ,— 2ЕЁЕ,С.}. 
Отсюда 
И , 1. Спи 4 Ех 
)\ И у. Чи 42 — о у Чи 4% — ь \\ у Чи ао + 
р 


и | 4, (| вы... и. 
С р 
+ ами 45+ +  } ваша». (19) 


Пусть теперь функции 2 (и, 5), у(и, о), 2(и, ©) удовлетворяют условиям 
леммы. Положим 


ное (ын, 5; =), ща (выь т), 
2(и, 2) =А (=; и, 0; =) ь 


Функции х(и, 5), у(и, о), 2(и, ©), очевидно, зависят от п (хотя мы не- 
снабдили их соответствующим индексом). Ясно, что при всех доста- 
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точно больших целых.п функции х, у, 2 определены в некоторой об- 
ласти ©’, содержащей О--С внутри себя, и поверхность 


2=2(п, 5), уу (и, о), 2=72 (и, 5) (20) 


х — — — 
— регулярная поверхность класса С””. Пусть Е, Е, С — коэффициенты ` 


Гаусса этой поверхности и й=ИЁС—Р:. Тогда, очевидно, 


—< ^> 


Иа Му ааа пбеедоние ое "осу 
Е—>0, Р,->0, РО. Й—), ИА. Е КК 
равномерно в Р--С. Написав для ‘поверхности (20) формулу (19) и 
полагая п —> со, получим 


\\ ВЫ \ ВЕ \ Ан 5, 
С 


5 д 6 А 
что и требовалось доказать. 

ЛЕММА 3. Пусть функция (и, о) определена в области ® пло- 
скости ио и имеет там непрерывные частные производные первого 
порядка. Тогда для того, чтобы \№(и, 0) была субгармонической в ®, 
необходимо и достаточно, чтобы для любой гладкой кривой Тот4ап’а С, 


лежащей вместе с ограниченной ею областью Ш) в ©, выполнялось 
неравенство 


\ А, 45 > 0, (24) 
с 
где »„— производная от Х в направлении внешней нормали к С. 
Доказательство. Допустим сперва, что Х имеет в @® непрерыв-. 
ные частные производные первых двух порядков. Тогда для всякой 
области О), ограниченной гладким контуром С и лежащей вместе с этим 
контуром в ©, 


\\ АХ аи я ) ла, 


где АХ — оператор' Лапласа. Теперь справедливость леммы вытекает из 
следующей известиой теоремы: если ^(и, 0) имеет в области @® непре- 
рывные частные производные первых двух порядков, то для того, 
чтобы ^.была субгармонической.в ©, необходимо и достаточно выпол: 
нение условия АХ > 0в @. 

Рассмотрим теперь общий случай. Пусть контур С удовлетворяет по- 
ставленным условиям. Обозначим через С„,, контур, полученный из С 
трансляцией на вектор, проекции которого на оси координат суть т, у., 
Пусть, далее, ©’ — некоторая односвязная область, лежащая вместе со. 
своей границей в @® и содержащая С внутри себя. При всех доста- 
точно малых г> 0 функции А(\; и, о;г) определены в ©’ и имест 
место равенетво 


| тиб, 5; 7) 45 = р \ ах ау \л, 45. (22) 


с ж2--у2<т2 Ст 
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Если функция Х субгармоническая, то А(\; и, ©; г) тоже субгармони- 
ческая [Ка906 (*°)] и, следовательно, по уже доказанному, 


\ [А(А; и, в; ^) @& > 0. 
С 
Далее, 


а [А (Х; и, 5; г) „=, 
г>0 
равномерно на С и, следовательно, выполнено (24). Итак, условие 
необходимо. 
Наоборот, если для любого С выполнено условие (24), то в силу (22) 
для всякой области ©’, лежащей вместе со своей границей в ©, и для 
любого С, лежащего внутри ©’, 


\ Али а 0, 
С 


и, следовательно, функция А(\; и, о;г) при всех ‘достаточно малых 
х_> 0 будет. субгармонической в @’. Так как 

Пт А(; и, о; г) = (@, о) 

т>0 
равномерно в @’, то \Х — субгармоническая в @’, а так как ©’ произ- 
вольна, то Х будет субгармонической в @, что и требовалось доказахъ, 

ЛЕММА 4. Пусть функция ^ (и, о) неотрицательна в ® в имеет 

там непрерывные частные производные первого порядка. Тогда для 
того, чтобы функция \ была класса РГ в @, необходимо и доста- 
точно выполнение следующего условия: для всякой гладкой кривой Тогаа- 
п’а С, лежащей вместе с ограниченной ею областью О) в © и такой, 
что ^>0в ОС, 


И 


Доказательство. Если Х==6 в ©, то требуемое условие выпол- 
нено. Если же ^=0в ©, то лемма следует из формулы [10° ^]„= 


д 
=9, леммы 3 и того факта, что для того, чтобы неотрицательная не-. 


прерывная функция } принадлежала в некоторой области @ классу РГ, 
необходимо и достаточно, чтобы 10 Х был субгармонической функцией 
во всякой подобласти, в которой Х > 0. 

ТЕОРЕМА 9. Пусть уравнения (18) определяют некоторую поверх- 
ность 5 класса С", заданную изотермически. Положим Е =С=%. Тог- 
да для того, чтобы в каждой точке поверхности 5, в которой гаус- 
сова кривизна К определена (т.е. в которой Х > 0), было К<0, пеоб- 
ходимо и достаточно, чтобы Х была функцией класса РГ. 

Доказательство. Утверждение следует из леммы 2 и замеча- 
ния, сделанного в конце доказательства леммы 4. 

Для случая, когда поверхность 5 принадлежит классу С’”’, теорема 
доказана Вэ4б и ВескепЪасв’ом (°). 
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ЛЕММА 5. Пусть. нкция = :] 
8 круге |2|< 1. Тогда функц Р (2) 1. (и, 5) принадлежит классу 9, 


2 
р* (и, о) аи аь < | | ре) 2" 
6 


и 2-02 <1 


Знак равенства имеет место лишь в том случае, когда р (3)==|}/ (2); 


ь 
где } (г) =“? и дроб но-ли нейная функция, регулярная в || <1 
я сг + а й уляр 12| < 


Доказательство. Справедливость утверждения следует из тео- 
ремы 1 и теоремы Саг]етап’а; рассуждения аналогичны примененным 
при доказательстве теоремы 2. 

ЛЕММА 6. Пусть функции 


х=1(и, 0), у=у(и, 5), 2=2(и,05), +14 (23) 
непрерывны в круге и*- 5?<1 и имеют непрерывные частные проиг- 
водные первых двух порядков при и" о? < 1. 

Пусть, далее, выполнены условия: 
1° при и 51 
и? 2 о понар 

ти | Уи + 2 = ть У 2, 1, а, уу, 1,1, =0, 

те... В =С=^,.Н==0; 

2° в каждой точке круга ис < 1, в которой гауссова кривизна 
К поверхности (23) определена (т. е. в которой Х > 0), К<0; 

3° функция №! = № (и, 5), принадлежащая, согласно теореме 9, клас- 
су РГ, принадлежит классу 9, при и - < 1; 

4° длина кривой, ограничивающей поверхность (23), т. е. длина 
кривой 


2—4 (с03 0, вп 6), у=У (сов 0, 31 0), 2=2(с03 0, вп 0), О<в <, 


равна интегралу 
\ АМ (е®) 40. 


Об означим через С единичную окружность и? -|- 5* =1, через Е 
бой диаметр окружности С, через К — любую окружность радиуса < 1, 
лежащую на круге. и -|- 5* <1. Тогда при отображении (23) образы С, 
Р и К будут спрямляемыми кривыми, и если Г (С), Г (р) в Г(Ю-— 
длины этих образов, то 


Г) < (©), РЮО), (24) 


Знак равенства хотя бы в одном из неравенств (24) может иметь 
место только, если поверхность 5, заданная уравнениями (23), выро- 
сдается в точку. 

Замечание. То обстоятельство, что образ круга С есть спрямляе- 
мая кривая, следует из предположений 1° — 3°. Вероятно, предположе- 
ние 4° есть следствие прочих предположений леммы; но я не могу этого 


доказать. 
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Доказательство. В силу предположения 4° 


2% 
(с = и (е*) 9. (25) 
0 
Очевидно, что 
1 
ЕВ) ев) а, Р(К)= (14%. (26) 


= к 

Теицерь наша теорема следует из (25), (26) и теорем 2 и 6. Первое 
из неравенств (24) доказано Вескепфасв’ом (“) (без исследования воп 
роса о знаке равенства) для случая, когда координатные функции 
х (и, 5), у (и, о), 3(и, ©) имеют непрерывные первые частные производ- 
ные в и*-|-0'<1 и непрерывные третьи частные производные при 
и «1. 

ТЕОРЕМА 10. Лусть выполнены предположения леммы 6. Тогда 
площадь а поверхности 5 и длина [=Г.(С) «ограничивающей» ее кри- 
вой удовлетворяют изопериметрическому пнеравенству 


ся 27 


Знак равенства имеет место только в следующих двух случаях: 

1° поверхность 5 вырождается в точку; 

2° поверхность 5 развертывается на плоскость, а ее граница (об раз 
С) есть геодезический круг. 

Доказательство. Как мы знаем, 


к 
(2 \ Аз (е8) 48. 
0 
Очевидно, что 
а= \\ Х (и, с) аи 4ь. 
и-—-02<1 
Теперь неравенство (27) следует из леммы 5 и теоремы 9. Оттуда же 
заключаем, что знак равенства имеет место только в том случае, если 
» (2) =[Х (2) |, где ] (2) — дробно-линейная функция, регулярная в |2| < 4. 


Если } (2) = с0пзё, то положим %=} (2) и пусть С — образ круга С 
в я-плоскости при отображении %=}(2). Положим % =&-Нт, и пусть 


и=и (5, \), О ($, м) 
при (&, 1) внутри С. Тогда, если 
= [# (5, 1); © ($, #)] 
и аналогично для у (Е, 1), 2 (&, 1), то легко видеть, что уравнения 
2=#(.1), У=У(Ьт), 2=2(.1) [(, т) внутри С] 
представляют поверхность 5, причем 
зе -- 9-2 =1, Же, У ан 0, 
откуда и следует теорема. 
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ТЕОРЕМА 11. Пусть @® есть область в плоскости иь и пусть 
уравнения (18) определяют поверхность 5 класса С’, заданную изо- 
термически, причем гауссова кривизна К поверхности 5 меньше или 
равна нулю в каждой точке, где она определена. Пусть Г— спрямляе- 
мая кривая Тот4ап’а, лежащая вместе со своей внутренностью в &, 
} — длина образа Г” кривой Г при отображении (18), а— площадь кус- 
ка 5" поверхности 5, ограниченного кривой Г”. 

Тогда выполнено изопериметрическое неравенство (27), причем знак 
равенства имеет место лилиь в следующих двух случаях: 

1° 5“ есть точка; 

2 5* развертывается на плоскость, а Г* есть геодезический круг. 

Замечание. Для случая, когда 5 есть регулярная аналитическая 
поверхность, а Г” — аналитическая кривая, теорема доказана Вескеп- 
Ъасв’ом и Ваадо (°). 

Доказательство. Пусть ДР — внутренность кривой Г. Отобра- 
зим Р конформно на круг || < 1 посредством функции #=}(2), ==3 


=и-:е, я=Е. Пусть функции 2 (Е т), ч (Е, м) 2 (&, 71) определе- 
ны как на стр. 174. В силу известных теорем Е. В1ез2’а и М. В!езр’а 
о конформном отображении круга на область, ограниченную спрямляе- 
мой кривой, убедимся после простых вычислений, что функции 


2-81), У-У Л), -5=2(,9), таб 


удовлетворяют условиям леммы 6 и отображают круг #7: <1 на 5, 
а окружность Е? | 1? =41 на Г”. Остается применить теорему 10. 


Поступило 
30. УП. 1943 
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#90 5. ГОММ А 


$. ГОМЗКЕ. ОХ ЗОВНАКМОМ!С ЕОМСТГОМ5 АМО ТНЕГ АРРШСАТТОК 
ТО ТНЕ ТНЕОВУ ОЕ БОВЕАСЕЗ 


БОММАВУ 


Те агыс]ез о{ Е. В1ез; аи Ге]ёг(') ап о Сагетап (*) \меге фе 
ершпшя 0{ а зеглез о{ рарегь Бу 4'егепф аифВогз, Чеуо{фе4 10 Фе 
зби4у о{ ифесга]з о{ \№е шодишз оЁ апа!уйс Гласйолз а]опя сегбат 
сигуез ап 40 4Ъе хепегай ха 1003 оЁ 4Ъе 1зорегипейг1е шедиаШу +0 зоше 
с1аззез оЁ загГасез. УУе шепоп езреслаПу Фе рарегз о! Т. Ва@б ап 
Вескепасв, \Во геуеа1е4 1Ъе соппесйоп ре{\уееп Ве ФШеогу оЁ заЪЪаг- 
п011с Гапомопз ап зоше ргорег@ез о{ заг{асез о{ пезамуе сигуа@те. 
Треу меге из а ]е 10 депега!2е Те 1зорегипеглс шедааИбу {40 виг- 
{асез 0{ перамуе сигуаите ргоу14е@ фе зигЁасе ап Фе Бопип4агу сигуе 
оЁ Фе зиг{асе роззеззез зоте 4ебтее о{ гезмагиу. Ш Те ргезепф агсе 
зоше репега12а1опз оЁ фе гезаз о! {Ве шепйопей ашВогз аге слуеп. 

Ме зау Ша а Плебоп р(2)=р(и, 0), з=и--:0, ЧейпеЯ ш а 490- 
тата (соппесёей ореп зе) р о{ЁР Ше сошр!ех 2-р]апе 13 оЁ <1азз РЬ шт 
$В13 Чоташ И ейЙЪег: 14° р(2)=0 ш Д ог 2° 0<р(2) < +® шв 
ап4 105 р (2) 13 заЪЪагитоп1с ш Д. (Еог %Ве дейш оп ап ргорегиез о 
заЪВагтоп1с апс'1опз зее Фе ъоок о! Т. Вадб «ЗаЪВагиопле ап опз»). 


Теё р(2) Ъе оЁ с\азз РЬ 1 |2|<1. У зау \аф р(2) 13 9 с1азз $ в 
12| <4Н 


к 


| р’ (геи) 8 < С < + (@©<г<1, 8>0). 
0 


1% 13 Клоуа Ъаф 10г а аасйот р (2) Е $ Шеге ех1зёз а гад121 Ими 


р (ей) = Птр (тей) 
т-+-& 


{ог а103% гуегу 0, О<9 < ж, апа {№е {оПо\ушя геайопз Во14 
2% 215 25 
1 \ р? (ге#) 48 = \ 2} (е8) 40, Ит \ |2 (2) — р (ге®) 8 40 =0. 
г+1 т 8 т>1 з 
Геф ](2) Ъе а гедаг апа]уйс ГапоНоп {ог |2| < 4. У зау 4Ва4 (2) 
Бе]опрз 40 Фе с]азз Нз (8> 0) Н 


2 


Убе 540 < сою Ши 0<7 <. 


0 


1% 1в Кпо\мц {Ъаф 10г а пойоп }(2) ЕН; \Ъеге ех1з а поп-фапсеп- 
а! Иши 


1(е') = Ш, 7 (2) 


ре! 
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Гог а]1103% еуегу 0, О<х9 < Жж. 


ТНЕОВЕМ 1. 1 р(2) 6е 0} с1а45 $ т |2 <1. ТЁеп Феге ея 
а шпеиоп }(2) Е Нь зисЬ, фи 


Р(2) < |1 (2)| юг [2|<1; р(2)=|/(5)| айтозё евегуийеге оп |2!=14. 
ТНЕОВЕМ 2. Ге р(2) Фе о} с1а55 ФЗ т |2[< 1. Тйеп 


1 25 
\ р? (те) г № \ р? (е*) а1. (1) 
—1 0 


[] рог зоте 8 едиай у закез расе т (1), Фет р(2)==0 т |2|<1. Те 
сопзат 5. 15 Фе 6е5:. роз Ще. 


ВетагК. ТЬ1$ 13 а репега2а оп 0{ а \\Феогет оЁ Вескепъасй (*) 
ап оЁ а Теогешт оЁ Е. В1ез2 ап4 Ее]ёг ('). ТБе зфафетепь о{! \Ше \евогет 
сопсеги1и8 Фе сазе о{ едиау зеМез а члезМоп 1е№ ореш’ Ъу 
ВескепрасВ. 

ТНЕОВЕМ 3. [её р (2) фе о} с1а5$ РЬ т |2|<1. биррозе фВаё ете 
е21515 а зе Е '0} розйлье теазите оп \1е‘ипй сатфе |2|==1 зисй и 
рог есегу 5 ЕЕ че фазе р(2) —0 а5 2—>2, аюпв а поплапвепиай рай. 
Тйеп р (2) =0 т |2|< 1. 

'ТЬ1з 15 а репега12аоп 0Ё а Кпо\п Теогет о{ Риуа]0Й оп апа]у- 
Ис мос@опз ап@ оЁ а Ъеогет о{ Т. Ва@6 апа Рескепъась (°) оп заЪВаг- 
поп1с ГапсНопв. 


ТНЕОВЕМ 4. Г. р(2) 6е1от8 10 9, т || <1. Тре 


21 
1 


р: (и, °) 4и4ь < ;- [\ ^(е*) 48 }" 


2-52 < 1 . 0 


ап4 едиайу закез й апа оу и р (2) = [[ (2) | %йеге 


#8 а Итеаг ртсиопт теваг т|2|<1. 

ТЬ1з 18 а сепега]12айоп оЁ а {Теогеш о Сатетлап (*). 

ТНЕОВЕМ 5. [её р(2) Беюпе 10 5 т |2| < 1. Ге С аепое Ше ипи 
свт 1е |2|=4 апа № а стс о} гаёи; <1 пошстЕ Ие ипи сте тот 
ийшп. Тйеп 


27 (г) 1421 < \ р? (2) 1421, 
К {6 


Веге едиа 1 таКез р1асе от] у рог р (2) =0. 
ТНЕОВЕМ 6. Ге !е ипсйоп и=}(2) тар Ше стае || < 1 сопрт- 
таЦу ото Ше пметог о} а теспра Ме. ситое Г ат Ве и-р1але. [её К 
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фе а саге о} тай; <1 тоисмпЕ Ше ипй атфе |2|<1 рот Ше аме- 
прог, апа 1е Г* фе фе утазе ор К ат Ше и-рапе 6 \е тарртве 
%= }(2). Треп Ше 1епав Г.(Г“) оф йе сигсе Г* 15 155 авап \1е еп й 
Е (Г) о} йе сигее Г: 


РЕ. 


Те Г Бе ап апа[уйе Фогдап сигуе 11 Ше сошр!ех р!апе. У№е саН 
«1офаЕ гофайоп» оЁГ Г ап 4езет Бу Т(Г) Фе 10а уатайоп о{ Ме 
апо1е ребмуееп \Ше пп Тапоепиа| уесфог 0 Ще смгуе Г ап@ а 
Пхед 4тесмоп мВер \Ше рошё о{ сопфас® Фезсг1Без Г. 1% 13 оБу1ю\з 


$Ваб Т(Г)>2= ап@ едааПфу 1аКез расе Ш ап@ оту М Фе сагуе Г 
15 сопуех. 


ТНЕОВЕМ 7. Ге йе иптсиоп *=}(2) тар ше ий ат |3|1<1 
соп]рогтта у ото \1е имепмот 0] ап апезис Лот4аап ситое Г ор йе 


и-р1апе. Ге К апа Г* $е 4ерйпей аз зп теогет 6. Тфеп 1е рюПопе 
зететз йо1а: 


4° Г/.Г 15 сопоех, ‘феп Г*` 13 сопоех, т. е. Т(Г*)=Т(Гу=ж. 
2° 1/1 Г 15 поЕ сопоех, еп 


РГ.) = (Г 


Г. е. Г” 15 «тоге сопоех» 1фап Г, 64 по сопеех. 

ВемагК. ТЬе збабешень. 14° 1оПо\з 103 еазИу тош Кпо\п теза 
ап@ 1$ саплоф ре гесагае аз пе\. Аз {0 29, %Не шедаа Ну 2 < Т(Г*) 
пФ 11 зоте сазез зееш э\тШше, аз Ве 1оПомшв ехашре °Во\з. 
Те Г роззезз а сопуех аге у (4Ъе еп? о0{ 1 шау Ре аз с10зе 10 Ше 
1еп2\ о{ Г а5 \е \1зВ) ап 1её Фе Гапейоп х=](з) шар |2| < 4 ото 
1Ве ицегог о{ Г ш засВ а у\ау Шар \е рошё о{ сошасё о К 
УИп Ше ций слтёе 13 саглед ибо а рошф о{! 1. Те и К 
Ва а зта|| га@ из, № ош зееш Фаё ме сош@ Вауе Т(Г*) = 2ж, 


т.е. Г” сош! 4 ре сопуех. Оше эёайететь 2’ зВо\з, Во\еуег, Та Из 
пеуег сап ,е. 


её х(и, о), у(и, с), 2 (и, с) Ъе %гее Гапеыюопз сопышиомз УИ Вей 
раг1а| ЧеггуаМуез о! 1е Йгзф К (К > 2 ап ицесег) огдегз 1а а дотат 
Р о! Ме ис-р!апе, апа 1е 
1и + уи- и = 2 Уз 25, хит, уу, в, =0 
т О. ТБеп \е зау {Ваё \Ъе {огиае 
х=(и, с), у=у(и, о), з=а(и, о) (2) 


Че’ пе а зигГасе 5 оЁ с1азв С) 1т 1зофегиае гергезещай оп аю4 риё 


Х=А(и, с) = жи у а = НУ 29. 
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Тье Сачз!ап сигуайшме К 13 4еЙпей аб еуегу рошё оЁ &№е зигасе. 
5 (1. е. аё еуегу рошё (и, 5) ЕР) зЪеге Х>0. УМ зау аб &Ве заг- 
асе 5 13 0! песамуе сигуамне И К< 0 аЁ еуегу рошё жВеге 
13 дерпед. 

ТНЕОВЕМ 8. 16 5 фе а зиг{асе о} с1а5$ С” воеп ат азотегпис 
гертезетайоп. Гп отаег ай 5 Фе 0} певайее сигоите @& 18 песеззагу 
апа зи} слеп ава № е1опз$ 10 \е с1а5$ Р1, т О. 

Вешагк. Ког \№е затЁасез о{ с1азз С””’ (отуеп 1т 1з0фегиме герге- 
зепбаф1оп) 4513 {Веогет \аз ргоуе4 Бу Т. Ка@б ап4 ВескепБась (°). 

ТНЕОВЕМ 9. Ге Ше рмптсйопз$ х(и, о), у(и, с), 3(и, 0) -6е соп- 
Ипиои; т и?- 5*<1 апа а4ерпе рог и? о? < 1 а зи ]асе 5 о] с1а$$ С", 
атъеп {т азойегпис гертезетайоп апа с} певайое сигоите (еп \ 15 
о} с1а55 РЬ ат и" 5? < 1). [} риффегтоте №Е%, ап !е 1епай о} 
1йе (песеззат у тесираб1г) Боип4агу ситее о} 5 


т=х(и, 5), у=у (и, ©), 2—2 (и, 5), и 5 =1, 
15 едиа[1 0 


от 


> (ев) @8, 


0 


Кеп Фе ЮюИовдтя у иетет; па: 

1° Есегу батаег о} йе ипйё саге и 5?=1 15 таррей Фу (2) 
ото а сигее оп 5, 1е Чепй о} шей 15 1е55 ап па ор йе рта о} 
йе фоипаагу сигсе о} 5; Ше ощу ехсериоп бетк 11е сазе йете 5 тедисез 
10 а рат. 

2 Еъегу сте К о} тайиз < ТоисШпв йе ипи ат@е рот вдИип 
< тарреа ву (2) ото а ситсе Идтз оп 5, Ше Чепй о} шей 15 158 
Грап фе Пепе о} йе фоип4ату ситое о} 5; йе оп у ехсериовт фетве те 
сазе йете 5 тедисез 10 @ ропи. 

3° [ра теапз Ше агеа о} 5 апа 1 Ше 1епай о} 1е фоип4агу ситее 
0} 5 еп 1е гзореттетс зтпедиаййу 

и те (3) 
0145. Едиайу зт (3) 1акез расе оту ат Ше рюПойтв сазез: 

(а) ТАе зит}асе 5 ге4дисез 10 а ройщ. 

(5) 5 #3 а рёесе о} а 4еое1орра йе зиг]асе, из фоип4агу ситое 15 а 
веодеяс сатойе апа 11е едиапотз (2) вое а сопрттай тертезетаопт о} 
0-51 0п.5. 

ВешагКк. ТЬ1з 13 а сепегайаНоп оЁ зоше Шеогетз оЁ Т. Вааб 
ап ВескепЪасв. 

ТНЕОВЕМ 10. Ге 5 фе а зиг]асе о} с1аз5 С" воет ат гзойеттие 
тертезещанот аейпе@ ]ог (и, 5) ЕР. Ге К < 0 а асету рой, ийезе К 
4* 


‚ $95 8. БОММЗКТ 


‚43 4ерпед. Тег Г фе а теираЫе ситое Зутв т О. Ге | фе Ше епт 
0} 1е ставе Г* о} Г 6у Ше тарртв (2) апа а {йе атеа о] Ъе ресе 5* 
0} 5 Боипаеа Фу Г* (1. е. ве атеа о} 1й№е атаве 6у (2) о] Ше рогиов 
о} Р фоипраеа ву Г). 

Треп а1е зоретттейс тедиа у (3) 0145 `апа едиа у 1акез расе оту 
т Ше юПовлпв 40 сазез: 

(а) 55° гедисез 0 а ройи; 

(Ь) 5° жа ресе о} а 4еъёорраЫе зит}асе, Г” 15 а веодеяе сёте ап4 
з1е едиацопз (2) втое а сопрогтаф тар о} 1 ресе о} О фоппаеа Ъу Г 
ото 5°. 

]п сазе 5 1: а геомаг апа]уйс зиотРасе (1. е. ап апа]уйс зигасе 
у\ИВ ЕС —Е* > 0) ап4а Г” ап апа!уйс сигуе Фе ШФеогеш 18 ргоуе4 Бу 
Т. Ва6б ап@ ВескепЪась (°). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОЕТЕТИМ РЕ ГГАСАРЕМ1Е РЕЗ $С1ЕМСЕ$ РЕ Г0В$5 


Серия математическая 8 (1944), 195—294 Зее таетаНна це 


Ф. ФРАНКЛЬ 


© ЗАДАЧЕ КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ СМЕШАННОГО ЭЛЛИПТИКО- 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА © НАЧАЛЬНЫМИ ДАННЫМИ НА 
ПЕРЕХОДНОЙ ЛИНИИ 


(Представлено академиком (С. А. Хриетиановичем) 


Решается задача Коши для смешанного эллиптико-гиперболи- 
ческого уравнения с начальными данными на отрезке оси абсцисс. Ре- 
шение представляется в виде суммы двух определенных интегралов 
и прихенимо к области абсолютно малых отрицательных значений 


Введение 


В настоящей работе дается решение задачи Коши для уравнений 


вида 
922 


На (в, У) (а, У) ее, )2=0 (1) 


2 
Е 
© начальными данными на стрезке оси х. 
Функции 6(х, у) и с(х, у) считаются регулярно аналитическими 
в окрестности этого отрезка. Решение ищется в области полуплоскости 
у < 0 (в этой полуплоскости уравнение (1) имеет гиперболический тип), 
ограниченной указанным отрезком оси х и двумя характеристиками, 
Полученное решение не требует дифференцирования данных Коши, 
в связи с чем оно обеспечивает «корректность нулевого порядка» 
постановки задачи Коши. Иными словами, для сколь угодно точного 
решения задачи Коши требуется только достаточно точное знание ва- 
чальных давных, но не их производных. Решение легко распростра- 
няется на неолнородные уравнения вида 


а 9? д д 
Ув +0 (2, У) (в, У) д, Но (т, у)а=4(, у). — (8) 


До сих пор подобное решение было известио только для уравнения 


032 022 = (2) 


9 Эа ди =, 
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Напомним это решение (*). Пусть Х, в — характеристические коорди- 
наты, связанные в случае уравнений (1), (1а) с координатами х, у фор- 
мулами 


2 
Азы. (5 9), ] 


(3) 
Неа». | 


Тогда уравнение переходной линии у =0 (т. е. линии перехода от эллип- 
тического к гиперболическому типу) принимает вил 


в—^=0, (За) 
а уравнение (2) перепишется в виде 


022 1 ОНО 
В = )=9. (4) 


Пусть теперь 
<(2) == (т, 0), | 
У ае(т, 0) | (5) 


Тогда решевие уравнения (4) в точке (\,, в,) будет: 


В) а 


ран 


1/6 (#—= #) в 


-(+) /3 ны ЕЕ мы 43 о ) . 


Нами доказывается, что и для более общего уравнения (1) сущест- 
вуег решение упомянутой задачи вида: 


1 


2 (№, №) = \ &(%,, во; 1) [Ао Е (м — №) Я Ф- 
0 


1 
+} АС роз Ду — №) 1 4, (7) 
0 
где 
О (1) ] 
2 (№, №) |) = а” 8 


й (^ = З/з. 
(5, во; 2) 2 (ав) (№ — №) ] 


Символ О(1) означает ограниченную величину с границей, не зависл - 


щей от, ш, #. 
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Наличие решения вида (7) обеспечивает корректность нулевого 


порядка постановки задачи Коши с начальными данными на переходной 
линии. 


В частности, к виду (1) может быть свелено ‘любое уравнение вида 


Па =, (9) 
где ` 
Ку =ау-+ у" +... @>0.. (9а) 


Для этого требуется только подстановка 


$ й У) о 


К уравнениям вида (9) принадлежит, в свою очередь, уравнение 
С. А. Чаплыгина для определения адиабатических плоскопараллельных 
бегвихренных течений газа (*) 


д д 
НОО, (14) 
тде А — некоторая функция с. 

Для уравнения (41) до сих пор были известны два решения задачи 
Коши с начальными данными на переходной линии, а именно решение 
на основе теоремы Коши — Ковалевской, а также решение С. А. Хри- 
стиановича [(°), гл. У, $ 14]. Оба решения примевимы только при ана- 
литических начальных данных и содержат в явном виде все про- 
изводные всех порядков этих начальных данных, в отличие от нашего 
решения, не требующего производных. 

В основной части работы излагается ход доказательства для част- 


ного случая а(х, у) =0. © конце дается распространение результатов 
на случай а= 0. 


Ератк ое изложение доказательства 


Если перейти к характеристическим координатам (3), то уравне- 
ние (1) принимает вид 


О й 92 02 (3) (98. 92\ 
Е] — ый & \ 3 (а-- ел Эн 


И 113 Ы 
-+(3) (и— ^)-с2=0. (12) 


Следовательно, функция Римана и ()\., р; ^, ч) уравнения (12) удов- 
летворяет уравнению 


ди Гэд д и _ 1% 
ин ИБ |= 


ео 


1* 
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и краевым условиям: 


-1и=0 при в-вь | 


. (1) 
я при ^=»,, | 
где ы 
1/3 
14 
о Е ) т в. 
и 
и (№, во, у во) ==: (14ъ) 
Эти условия могут быть выражены также в виде 
я Г 
Кы, о) ав 
. ЕЙ 
о ; Л = и [ы о що | 
И (о, 10 > №о› в.) Е ге й (15) 
р х 
6 Е ее {во а». 
3 5 Е = 
и (1%, о, Х, оу че № ) 
где 
. Л 4 \ Из Ь 
1(ь, ^) = +(+) УЕ: (15а) 


Обозначим через и(^., в; ^, в) функцию Римана уравнения (4). 
Тогда [(“), гл. ХХУТ, дополнение 5] 


== | и (в—1)"/^ а 
о вр тр Е(5, 5:13), (16) 


где РЁ — гипергеометрическая функция и 


— А — 4) (шв) : 
%— №)’ (16а) 
откуда 
ВЕ (Во — №0) (в — 4) (16Ъ) 


И 


Далее доказывается, что функция Римана и (\,, ,; ^, в) уравне- 
ния (1) может быть представлена в виде ряда 


и=и, и, + и,- ..., (17) 
где 
Ио (№ Вы; № в) = и (№, шо; №, В), (17а) 
ьй 
и: (Хо, во; ^, в) = \ \ и (^', РУХ, в) 5 [40 (№, во; А”, в”) вар’ — 
^о во 


А 
т - — 4) = Им 
—\=0°, в А В) И И. 4. + 


ео 
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| 
ее 1 я а 
абы о ол, о, 

ро 


а г ей аи’ = ии’ и,””, (17) 

в 

Ил (№, во; №, №) = \ \= (Юр; ^, в) 5 [и (А; ро; №", в) а). 
Ло во 
а 2 З 
Для р к (17) требуется только доказать, что 
д 9 

рялы Уи, о р ) „ Равномерно сходятся в области. 

> №, ро, ША Ьь, (18) 


где = — произвольное положительное число. 
Это доказывается при помощи оценок, получаемых на основе неко- 
торых свойств гипергеометрической функции 


О ее и не 


< АВ 2,3. | в 

5 (и,) =0 (1) (=. тар р (- р А, (ь > х)-—/ (в. НУ №); 
$(и,) = 0 (1) (в (ем) (и (в м, я. 
м | 


$ (и,)1< А[В (№ —3)]*° (№) (в=3,4,...), 


причем оценки (20) относятся также к выражениям 


д И 

А [1 (3, ^) и] и ды [7 (6, ^) ии]. 
Из формул (17), (19), (20) следуют важные оценки для функции Римана 
и (№, №; №, В): 
и (№, №о, Х, в) =0 (1) (,— №)" 8 (в— №) (ь—^)*, } (21) 
8 [и (№, №; ^, #)]=0 (1) 9 —) (и— №) (в—^)—* (м —9.)^. 

В формулах (19), (20), (21), как и в дальнейшем, символ 0О\(1) 
означает ограниченную величину, причем граница не зависит от ^,, 1\,, 
), в. Числа А и В также не зависят от \, в, Х,, №. 

Чтобы решить задачу Коши с начальными данными на переходной 


линии, решим ее сперва с начальными данными на линии 
Ш=А-Ее, (22) 
где =— малое положительное число, после чего перейдем к пределу 


=2—> 


Согласно формуле Римана 


2 (№, в) = 5 (ша): 8 (#2)рз] г 


- [+ (вая ]4%+ 


Б 
+ [5 (в, 4}, (23) 
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где интегрирование производится вдоль линии (22), а точки Р, и Р, 
даются коорденатами 


Ра" (^, № -[°), 


(24) 
Р%: (55 а) №). 
Так как 
9 И 1 Е 
94 зо (и—1)'/3 и 2 д; ? 
== й а д2 . (25) 
281 ТИ ое 5 2д= ' 


то ыосле поедельного перехода е —>0 получаем формулу вида (7), 
причем 


8 (№ вьз #) = Ши Я и быте 


в-^->0 


у (26) 
о мо номе, 


Для установления законности этого предельного перехода докажем 


прежде всего существование пределов в правых частях уравнений (26). 
Для этого рассмотрим выражения 


Ч 1 див 


а Ее: 

6 (кА) 9 94, , 
Че ди | (27) 
6 (1) 2 дв‘ 


Применяя те же средства, как и при доказательстве неравенств (49), 
(20), локажем следующие оценки: 


1 ды, я ый в: 

НИ иво у =0 (4) (№ — №) (и Ш— №) 1% (№ — №) ".] 

Л и" ь и у 

О и що (28) 
о __ Ми 


о А АВ (== Зина) 


1 ди, Ив 
и. азналогичные оценки для ак Из них вытекают ‘оценкя 


: ие 6 а = О (1) (м — №13 ( = №) */в (в. гы А) 1, (29) 
О оу, 


ди» 30) 
1 о Оч, ( 
к ет Е-ж9дь/; их ТЕТ _5 5") Е 
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Прежде всего, 


1 и Р(5. 5: :) и 


з 
к АА ( 
6 


(2 №) "1 (о и Х)-— №. (34) 


С другой сторовы, 


то 
1 э (0—0 13 
Пт ное А 32 
021 594 а (в) = ео Меесалуйы ^ (32) 
6 
1 ди и 
аналогичная формула получается для ЛЕ Е 


На этом оснований, воспользовавшись формулами (17) и (47°), 
нетрудно доказать существование. пределов (30), для которых получим 
следующие выражения: 


В (оч ищо вы ьдвиаь 


и 
т ( д — 
4 ыы Г? (5) =) та 


м т 

ке див - } вах 
\ (^ = А (5 ме Х)-“/} (“., ^’) Е а», ва 
№ 
\ 


7: © 
—#в)'° 


а 
(1—0) 8 РА и 


А )- и 0 + - 
- (Х 0) > (2. 5) 8] (№ 2 ы А Ы ы ] 
ре | 
и 
ме 5 | чьи Кии (9, вр, ВОЛЯ 4 
4—0 (4) '/3 та (>) | 
в Хо ро 


(ОЕ ин) 


Г з 
ты 6 гы ++ г = >= в \ ) М) т р 57. ° 
[м (., ах’ 4 — 


А 
(к) = уфа» 
(№ (ю—^0) 1 


З) 

Х 

\ (№о —4/) /з ал’ но 
№ 


вт 5/6 м д) 5/8 7 (во, ^ т 


в 
40)! А.) 1/8 { (№, .0) ам’ ы] 
+ \ (в о) в (в : о а К 


(Ш) (в—А) Иа - 
ГИ 


ата ; Ив+1 += 1 о в =’ ея у 


#0 („—4) 5/6 (ы” — 15/8 


© 


у $ [№ а №; Хх, в/)] а)’ ар. (33) 
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Воспользовавшись оценками (28), выводим отсюда существование преде- 
лов (26). При помощи оценок (24) и (29) получаем формулу (7) и оценки (8). 

Отсюда вытекает единственность решения поставленной задачи. 
`С другой стороны, если *(^) и у(*) —наперед заданные функции, где 
у(^) непрерывно и *(^) удовлетворяет условию Нб\4ег’а с показателем 
больше *|,, то формула (7) представляет собою предельное решение 
[в смысле Соболева (5)] уравнения (1) с данпыми Коши ®(у), у (7.), 
которое при соответствующих добавочных условиях (именно, еслт кроме 
функций у и ‹ непрерывны также и их первые и вторые производные) 
будет решением уравнения (1) в соЭственном смысле слова. 

Перейдем теперь к доказательству приведенных выше формул. 


Доказательство: оценок (19), (20), (28) 


Все доказательство основано на двух свойствах гипергеометрической 
функции. Первое выражается формулой 
1 


ТУ ыы 
Е (а; ; С, =] = Ыво-я \ 15-1 (1— р (1—1) Ги г (34) 
0 


которая имеет место, ‘если действительные части УХ (с) и (5) ‘удовле- 
творяют неравенствам 
Я (© > (5) > 0. (34а) 
Второе основывается на уравнении 
г(е—а)Г(е—В) Г(а)Г (5) Е (а; 6; с; =) = 
= Р{с) Г (а) Г (6) Г(е—а—5)Е(а, Ба —с--1;1— 5) 
+Г (с) Г (е—а) Г(е— В) Г(а-+ь—с) (1—з)°8. 
-Р(е—а, с— 6; е—а—6-1; 1—2), (35} 


справедливом при нецелых значениях с—-а@а— 6. 
В предельном случае, когда с -а—6=0, (35) принимает вид 
Г? (а) Г* (6) Е(а, В; а-Н 5; =) =21.Г (а) Г (5) Г (а- 5) Е (а, 6; 1; 1—2) + 
а [Га+ Ь-- г) Г (@) Г (5) Р(а, 5: 1—=;1—2)— 
Ганг ачго+е Рае, 648; 14:1-2)} — 
— 17 Г (а-+ 5) Г (а) Г (5) ш (1—2) Р (а, Ь; 1;1—2), (35а} 


где 1-1, 1, — первые два коэффициента в разложении гамма-функции в ряд 
„Лорана в окрестности точки нуль: 


Ге = ++... (355) 
В случае`а, 6, с >0, а 6 с, 9<з<1 из уравнения (35) следует 
Та = Оо а. (36) 


а в предельном случае при с =а--ф из (35а) вытекает 
Г (а, 6; а 5; 2) =О() А-П (4—5) 1. (Зба) 


ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ СМЕШАННОГО ТИПА 203 


Все дальнейшие оценки основываются на формулах (34), (36) (36а): 
Оценим прежде всего выражение $ [и (№, в; ^, в)]. Имеем 


6 — Вы (Хы) ЕВ, (Х-ь) - (в ХО) (и) ..., (37) 


гле В, В,, ... регулярно аналитические функцаи от \-- р в окрестности 
начальной линии. Следовательно, 
д д Е 
ть) 5=0 (1) (#— №). (38) 


С другой стороны, 
— Е) = — №) (в Ах В + 
+ (№ — №7 (в — №) Нет. ве (= 5; 2; ‹)— 
сое ОЙ 


в (ю— Ло) (ю— А) | у с :) Р(-, 2; С 1) + 


= 3/ 
4—0 ие Гы) 
6 


ие ($, ее ы : -.)- 


=0(4) {о е-юА+ 


ААА 1 т (№—А) с] /з = 
ео [о] 


О ем 


-Е (в — №91 (в — №218 (во — в) (№ — №5) (в — №) 3}. (39) 
Аналогично 
ЕО) в МИ 
Ч (м — №)- 5/8 (в — №81 (ХШ— №) (№ — №) (в — №) 3}. (40) 


Из формул (46), (38), (39), (40) находим 
5 [и (^., №; ^, в] —= 


—=0 (4) {(6— №)" (№ — Хе (6 — №) (ь — К) (в м-в 

Ч ыы (в в) (вы -— №). 

к (р = ме Е, 5 Хз (о т №); / (^ =”. №) (о = Х)-°!в (ь, — №) 8} 
[50(4) (в— 7% (в — № в № (ы— №]. (41) 


Следовательно, для оценки и, Е 


Х ро 


- =0(\ в" очен) цы — Миь №№. 


(, 0" №0 в 
(№) 6 (о) (и Аа ыы) (в — м) + 
+ (м — №) (р’— №) (и — М (ы — А) (в) 
Ч (ы — №) (р (ро и) (в — мВ (№) } а’ а". (42) 


20% Ф. ФРАНКЛЬ 


После раскрытия скобок: 


р 
Чт 


ее ЕО АНЬЬЫЕЬНАНЬЕ (42а) 
При этом 
). ро 
р \ \@ у (ыы мы, — ^^) (ы' — о) ФА’ 4 (63) 
№ в 


Оценим интеграл Г,: 
А 


Х 
ее) (м 4 < (ака (има. (44а) 
0 №0 


Рводим новую переменную о посредством уравнения 


Е А) (42 = 5). 
Тогда 


» 


лы) ик) < 
о 
1 


Илии) 
_ таг (5 ал 


гк” 


так как при вычислении параметров а, 6, с— согласно формуле (34) 
должно быть 


и. ЗАЛА (1—2) 2 
а О о ДА 
Е( 6 27 щ—, (1) же, (445) 


О Е >. а=ф, в>а+5. (44е} 
С другой стороны, 
№о № 
ео ми < ма. (45) 
и в 


Еведем переменную интегрирования фу: 


в’ = — (м-в); в’ == (м — в) (у =) (1) 


(45а) 
Тогда 
д 5 ых 
С = 
и В ом. 
у а. 
— ыы ыбвве ие 
(54 т м—№ =0 (1) ет (455) 
Из уравнений (445) и (455) вытекает 
Я Иа 5/6 
ОЧ р -1 
Е. оу < 9 (№ — №). (46) 


ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ СМЕШАННОГО ТИПА 


205 
Оценим интеграл Г,: 
А шо 
1, = — (А (Ш) (щи №) (м) ФА 4ь', (47) 
№0 в. 


в Я 


} ыы -муеи < фоми му аи 


Ао 1 


в г (> 
5 «г ($) Ши ча 4-д 


Зы о (1—%)°/° и №1 
К еее от)" 


СА о ое и 1 
Я, Ь 1=0; С =, о Е, 


Отсюда и из уравнения (45Ъ) получим: 


5/6 И )/в к 1] т ® — 5/6 
А ыы 1) _ 6—2 а 
о Кл бло) ® (ША) мА (—%о) — 
<0(1) (м— №). (49) 
Аналогично 
Г. —=0(1) (и — м). (50) 
Оценим интеграл Г,: 
1 № 
1. = \ \ (— А) (м Ш— и (Ш) (р Ш— №8 (щи, 
40 о 
* (%— №’) а\' а’ (№ — №,’ / ) (51) 
й А 
\ (ебет — Мм) 4 < \ Я О 
^о 40 
Г (1) Г 4) Им д.2 № (Я—%0) "2 Иво Ао 
0 = ОН я 
а=т, ь=1, в=-, с—ь-а=—з. 
Но #о 
аи ид в) 4 < фа (в) 
р в 
Г (2) Г (5/5) (№№ 50.17. ив 
2 у —5/ - к Е 2 = 
(№’— №) */° ав Е (2) (и (+22 а 
=0(1 ив [ше ] <0 (1) (ву (не), (59) 
И —№)° В и (— 40) /° № : 
а=%, Аа, с", св —а=0, 


где е — произвольное число, удовлетворяющее неравенству 
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38 | (53а) 
Из (52) и (53) следует 


$ И и 
14 а д (ш-—4)°/° (= вт 


р „№ р (в—^) г и И й 0 = а 
О) и <) м), 05. (69) 


Аналогично, 


[.=0 (1) (в. — №)" /з . (55) 

Из формул (42а), (46), (49), (50), (54), (55) находим 
т 1 5 
НИ к. (№0 — №). (56) 


т 
Перейдем теперь к оценке а. Согласно формуле (185) 
А 


и =0(4) © (вы) (№ (ми № (дн 4 < 
а № 
й 
0 (1) (в — 4% (д Ам (К) Фи < 
№ 


(Я—4)°/° 
(№) № ^ 


01) [м (45557) 


<о0 (1) (№ — №) (м — №) Е (щ— 4) 


Аналогично, 


о. о, з 
Г 08) (< =) к (58) 
Из формул (56), (57), (58) вытекает оценка (19) для случая п=1. 
Чтобы получить оценку 5 [и, (№, в; ^, в)], оценим сперва 
д : 
УЕ [7 (^, в) и: (Ао, шо; Х, в]. Имеем 


2-1 в) ц, (^ оз Во: №, #) ] = 


и ь. 
* \ \ >. [РО в) в (№; , в) 5 [во Ао, воз №, в) ] 4" 4 + 
Ао №0 а у | 
о \ (А, ви (, №’; Х, в) $ [№ (№, шо; ^, в) 4. (59) 


мо 
р оценки простого интеграла мы пользуемся оценкой (41) и оценкой 


5х [в и (м, в; ^, в (9) [(— ^)-9 (в — ^)-М (в Ма 
(етим (ыыы ыы) )-].(60) 

Для оценки поверхностного интеграла используем, кроме формулы 
(41), еще неравенство 


ву (м; в) = (в) (ми). (61) 


Рпрочем, оценки для выражения (59) находятся такими же приемами, 
какие применены были выше, — при помощи гипергеометрических функ- 
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ций. При этом требуется только использовать в соответствующих 
случаях неравенства 


(7—2) = 0 (4) бы — №) (в) 0}, 
(м —№)!8 =0(1) (в — в) (в — К) ОМ) |, (62) 
ел. 

В результате- 


БИА) и; (А воз №, в) = 0 (4) (в) (Ау (и №) (63) 


и аналогично 
5) в О нь в] 0 (4) (в) (вы №) (в). (66) 
Из формул (63), (64) и формулы (49) для случая и=1 вытекает 
8$ [1 (А вы; ^, в = 0(4) (в —^)-8 (ад. = (65) 


Выражения 5 [11] и $ [и!’'] оцениваются при помощи тех же при- 
емов. В результате получаем 


[и м ']=0 (41) (в— ^^ (№ — 7 (в — №) (и — №)з, (66) 
что вместе с (65) дает нам оценку (20) для случая п=1. Получив эту 


и 
оценку, мы оценим Ра и 5 [4.|, применяя все те же приемы. Затем 


НЫ оценки для и б[и.|. Начиная с п=4, все дальней- 


Из 
в 
шие неравенства (19) и (20) получаются уже легко путем математиче- 
ской индукции. 

Для получения оценок для выражений 


1 ди» 1 див и» 


$51 6(и—#)? 298 6(—^) 
необходимо ПиНяЗЬ во внимание формулу 
1 ди (в—1)/з (и (и 1 (+ НЮ 
2 0% += (и— 1/18 ("в щие =) 67 (65; Е 
еда ки) м 
из которой вытекает оценка 
1 0% р? __ (в— 1) /3 з (и —1^)/3 (ив) 63 
г б-— (И ню (ив 1 |) 


и аналогично 
О УЕ 45 (в) АА) 69 
в 6-00) пы в ив) т | о 

Используя неравенства (68) и (69) и доказанные неравенства (20), полу- 

чаем неравенства (28) теми же приемами, как и неравенства (19) и (20). 


Доказательство уравнений (33) 


Ограничимся доказательством первого из этих уравнений, так как 
остальные доказываются совершенно аналогично. Достаточно рассмо- 
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треть предельный переход для поверхностного интеграла; для линейных 
интегралов он тривиален. Итак, 


4 


20 


во 


- $ [и ( Хо, Мо; ^, в”) а\’ ар, (70) 
и пусть 
ЕЕ м 
ое бб вЫ (71) 
и—> 
Рассмотрим разность 
\ \#—^)- в (р’— КР (5,5 и ь ;°) 5 (Ао шо; ^’, в) ] аХ'’ ав’ — 
5 


ами -Ю- На и ета (72) 


го С з 


_ а-я аа 
ое вы) 


где 


и область 5„,„ определяется неравенствами 
и Зи. (725) 


НЫ область 5: ‚г на две части — 


Эрд=ь, 5», (73) 
где 9, определяется неравенствами 


А. ее (73а) 


Число 6 (5>> 0) должно быть настолько малым, чтобы было выполнено 
неравенство 


| ) \ (1. [55 5 11 (в ОЫ м — ие т $ [№ (№, шо; ^, в/)] а» 4’ < Е. (74) 
. —( 
где = — наперед заданная малая величина. 


Нусть 5, будет частью прямоугольника 5),,, содержащей все точки, 
лля которых выполрено хотя бы одно из неравенств 


цз <в+28, ^^ №<К<». (75) 


Если точка (7., &) достаточно близка к (), ^), то 5, содержит все точки 
области 5», не лежащие в 5,. Пусть 6 выбранб настолько малым, чтобы 


о о-в (+, 1:5) Зь Очьвьь Мы 


(76) 


‚виа <. 
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Зафиксировав 5, можно выбрать настолько малую окрестность точ- 


ки (^, №), чтобы для точек (%, »), лежащих в ней, и точек ().”, в’), лежа- 
щих в 65, (и, впрочем, произвольных), было соблюдено неравенство 


(№) (и — (5,5 


>= 
Е 
а 

< _ 
| 


7 
ыы г , 
О-о Е. г, ` 
С В ДА |<) (77) 
6 
где 
\ \ 9 [№ (2. шо, ль №’) ] а\’ Ч’ < М- (77а) 


$1 


Тогда выражение (72) по абсолютной величине будет меньше е, откуда 
и следует первое уравнение (33). 

Из уравнений (33) и оценок (49), (28) получаем (для достаточно 
малых в, — }.) 


со 
ву - м 
Пт — =» Аи Ио | 
\ 
| 


и-1>0(в— 4) ок >0 (и—#4) 


(18) 


: Е 5 1 ди» 
(ва 6(®#— “п)= > | Е г 


в-#>0 ов- 1>0 


: 1 ди и 1 ди и 
Пт = : ) Пт (-- А 
лох 2 бы ©(—^) > ув- 2-0 2 ды 6 (и—^)/ ) 
откуда следует существование пределов (26). Легко показать, что схо- 
димость правых частей к своим пределам при № --=< /\ < в, —е будет 
равномерной... 1 


Доказательетво уравнения (7) 


Чтобы осуществить предельный переход от уравнения (23) к урав- 
нению (7), выделим вокруг’ точек (\ь, №) и (1, в) окрестности настолько 
малые, чтобы для данного ‚решения 2’ и тех частей отрезка (Р.Р,), 
которые лежат внутри этих окрестностей (для любого =), мы 


щие части интеграла (23) были по абсолютной величине < а Это воз- 


можно благодаря неравенствам (29) и неравенству 


р нм в 


вытекающему из оценок (19). 
Что же касается подинтегральной функции интеграла (23), то она 


сходится равномерно к подинтегральной функции интеграла (7) (если 
там в качестве переменной иятегрирования оставить ^) во всей области, 
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лежащей вне указанных окрестностей. Следовательно, разность соответ- 
м интегралов при достаточно малом = в формуле (22) будет 


меньше ^. Тем ‘самым формула (7) доказана для заданного решения $ 


и, следовательно, его единственность. 
Пусть теперь, наоборот, заданы значения *(^) и У(*), причем у(*)} 
должно быть непрерывной функцией от ^ на отрезке < А< в, а 09 


должно удовлетворять условию Нб!4ег’а с показателем, большим = 


92] > 


|*(%,) —<(%,) | < А, — Хх, |", где ее (80) 


Покажем, . что формула (7) дает в этом случае предельное решение 
уравнения (9), причем 


нЕ: у)=^(^., 2.(2:0=У(Х). (81) 


Что уравнение (7) дает предельное решение уравнения (9), очевидно: 
чтобы убедиться в этом, достаточно аппроксимировать т(^) и у(*\) ана- 
литическими функциями. Остается доказать уравнения (81). 

Согласно неравенствам (19) и (28) 


НС 
8 (Ао, оз 1 м4 — ПО. [оеоН  2& ВАН-, 


те 


3 з 
Ра, в д (у А (4 + 


© [ИО 


Следовательно, если \,—> ^., ш-—>)^., то 


#0 1/в т #7 


т РЕ . 
ле О вене [= 2 (=, 0), (83) 
ы (+ о 


что и требовалось доказать. 


Чтобы получить значение 3, (х, 0), исследуем подробнее остаточный 
член выражения 8 (№,, в; #). Пусть 


Е 1 ди, 1д я 
ГЯ (в №; НОВ а. РУ ен (№ — №). (84) 
Тогда 
2 (* а г) [в (1— ° )-5/в д . 
0) №, 1 а `) я 0, ч; Й -- 


ГО Во (85) 
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С другой стороны, рассмотрим функцию 2 (№, ш; 1, аналогичную @, но 
соответствующую уравнению 


02 02 92 
У а Роз 6 (т, Е . (86) 
Аналогично (85), 
о Е р $/ —5/ о 
8 (№, №; #) = в, на, (^ в №№; Й-- 
т Сы 
ЧО [(— №.) 13] 21 (4 — 1) 1%. (87) 
Найдем теперь. решение уравнения (68) с начальными данными 
< (%)=14; У(^)=0. (88) 


Это решение, очевидно, тождественно равно единице, но с другой сто- 
роны 


1 
(Аи) В (А, ву 1) (89) 
0 
Отсюда 
1 
\ 2: (№› во; В) 42 -О [(ш— №) 0 (90) 
0 
р: 
1 
)*/з Ру №, во; а 0 (ее — №)=/з]. (94) 


Далее, из способа образования функций д, и 2, видно, что 
а (1, воз) — Е, (№ ш; Й=0(4) (в — №) 1-4 (1-9. = (92) 
Из (91) и (92) следует 


1 


(24) (бр вы = О [№ (93) 
9 


Перейдем теперь к вычислению 2,(5, 0). Имеем 


2 (=, Ее Один - (3 у» ет дети 


1 

ео, %-ю0= 
0 

—1(2%)] 1-5 (1 — Ивар + 


4 
+20 абы вы) 0, Ч №) 0 — +в О в; 041 + 
0 
1 


НО — №)" \ я [6 - (в, — №) И (1—7 — 


0 


2 Известия АН, серия математическая, № 5 


212 Ф. ФРАНКЛЬ 


ь 
к" ( (у ь ль . (3) НЕ 


Га (>) А #16 (1—1) /в 
ет > а 


+0 (во — №44] 
0 


у (о (Ш — №) ) 
1/6 (1 Е #18 


= 0 [(% — №) 2/3] +0 (о ЕЯ №)2/] 50 а- а 


О [(в — №) у (№) 0 (®) + О (в, — #3. (94) 
Отсюда следует доказуемая формула 
2 (<, 0) =у(^). (95) 


Обобщение применительно к неоднородным уравнениям 


Формула (7) легко распространяется на уравнения вида 
92 
Но НВ, УЕ са, у) =4 (2, 9), (96) 


где 4(х, у) — непрерывная функция. Решение будет, очевидно, 


1 


2(хь и) = в воз + (№ — 4) 41+ 


0 


1 
В В (№, во; Ву [№ (№ — №) 4@— 


—> (5) \ с вых. в) В 4». (97) 


(в — 4)“ 
№<А<в< ро 
Непрерывность и дифференцируемость решения 


Можно показать, что полученное предельное решение уравнения (1) 
непрерывно, если функции < (^) и у(\) непрерывны на замкнутом ин- 
тервале №, <<. Если <(^) и у(*) обладают в этом интервале не- 
прерывными производными до порядка п включительно, то решение 
уравнения (1) обладает непрерывными производными до порядка п 
включительно по 2, и у,. РВ частности, если *(%\) и у(^) имеют огра- 
пиченные вторые производные, то наше предельное решение будет 
решением уравнения (1) в собственном смысле слова. В отношении не- 
однородного уравнения (97) для получения тех же свойств решения 
требуется (соответственно) непрерывность функции 4(х, у) и наличие 
у нее ограниченных производных до п-го порядка включительно. 

Для доказательства необходимо прежде всего показать, что суще- 
ствуют производные 
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ды 1/ О их: О (1) 
(во ‚) ы (п ») 8 (^, № = 2! (1 — 1) , 


о О (1) 
(№ №) я («— Эро =) й (2%, №) = 15а — в › 
д О (1) 


_ о) 8 (Ар в; = #18 (1 — 2) (во — №) */, | 


0 | 
ыЕ +) № о = а — т 9— №). } 


(98) 


и аналогичные неравенства для высших производных, которые все су- 
ществуют. 


Докажем формулы (98). Рведем для отой цели, кроме переменной #, 
еще переменные $5, 5’, #': 


о ЕЕ И В 
№ — № №—№ ’ 

ре Я— № п бы (99) 
№о — № ' № — № ° 


Тогда независимые переменные с встречающихся в наших формулах 
гипергеометрических функций становятся независимыми от}, и щ 


И И 
И АОН а 
Ве 0о 


(м“—4)(в—1”) (1—5) (1-5—й) ^ 


Пределы интегрирования для $’и {’, если ввести эта переменные 
я 
вместо р’ и ^', также независимы от №` ив: 2’=), соответствует 
0; АРЬЕ 90; мых. 
Рассмотрим теперь выражения %[и„ (№, в; А, №] (ро — №) в зави- 
симости от ^,, в, $, Ё: 


(Во — №)? $ [ит (Ло, Ш; №, в)] = С» (Хе, мо; $, 0). (101) 


Докажем прежде всего, что 


(№ — Ло). /з 5% — к С (№ во; $, 8) = 
=0(1) (№ — №)" {(«— т (о — К) (р — М) 
НЕ (ро — №) (в — №) (шо — 8 (ыШ— №) 
+ (& — ^)"/з [В — №)?/з (м — в) (№№ — Хи (м— №) °/6 
= (&, — №) /з + + (@®— Хз ( АИ — №) °/в и №) "°}, 
(№0 — №) /3 (эх —) С, (№; во; $, Й = \ 
=0 (1) (, Не -К(— №м(иА№, 
(2 (дак) 6, в; $, = 
=0 в) 9 |. (№ — х)/ (№ — №) 18 (№ — №), 
) 


(Ро А о) (па 5 ) Сп (о, №0; а 
—=0(1) (в —*)^ [В (%—^)] 3  (®=3,4,...); 
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(скок) бь быт 3, = О К (в Ку 
Е (ро я 7.) 71° (5 И. №) "/° Е (5. тЫ №) "1 (р б №) га 
(в — (о — №13 (о — в) (ро — у (и №) 1 
ых (р Я хз (ро Е №) (* в №) (о ый №) в (с ел №) "18 (о и №)", 


] 
(5х +; ) С 1 (№, бо) 5, #) = 
=0 (1) (№ — №) (р — К) (вы — К) (6 — №", ` (103` 
| 
) 


вы С. (Аз во; $, Й = 
=0 (1) ( 5— №) /з (и —^)- 15 (ба: че (в фоны 


(жа) Си (4%, в; $, И = о. 
О а 


Для п=0 эти формулы получаются непосредственно из выражений для 
Со (№, шо; $, 1). Для п=1, 2,... они получаются из тех же оценок, 
которые выведены нами для %[и,|, если учесть, что после введения 
переменных $ и Г можно дифференцировать под знаком интеграла. 
То же самое имеет место для высших производных. 

Если выразить величины | 


Вт (№, в; В = (№ — №) Им {2 КУ МЕРЕ я , 


и—).>0 


5 
у = Л а и 
У 


* ы-А0 (и—)'^3 


(104) 


на основе формул (33) посредством выражений для С.„, то отсюда вы- 
текают формулы 


а д д А, 
(№ — ^о) $ (ж-ж) 5 (^., №, 1) =0, ] 
И О. О (1) 
очи о от) а 81 (№ во; Й= 5/6 (1—1) 
0(1) (и — №) 
о — [3 -. 
(№ — №4). И — к) 88 (№ №0; В) = 26а ое , р (105) 


р д д 
(о — №0) 8) В (№, о = 
1—2 


[В 3  (®=3, 4, ...). 


— 
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д д 
Для (жа) (Ао 1) получаем такие же формулы, но правые 
части умножаем на (№, — ^.)*/з; для 1, (№, во; #) имеем 


д д О (1 
Е о лы (1) 
(о ^,) ы (сх 5) №, (^., о #) = 28 (ав , 


| 
з 2/3 

(, — 9) 3 о. й, о #) = О (1) (№ — №) 

о о (5 5) (№, во ап’ (106) 


д д | 
(1% — №)" /з (=) и, (№, во) = 


- 2в 
= (ВА, АЗ, 0) 


и также формулы для (ва) №, (№, №; И, но правые части умно- 
жены на (1, —^,)\з [см. (19), (28)]. Отсюда следует "существование про- 
изводных & и й по № иь, и оценки (97) и такие же оценки для выс- 
ших производных. р 

Отметим, что соответствующие разностные отношения сходятся 
к производным по 1 и у, равномерно в зависимости от {, если только 
8<:<1—5. Для производной п-го порядка это получается при 
помощи теоремы о среднем и соответствующей оценки для производных 
п-- 1-го порядка. 

Отсюда следует легко непрерывность решения, если т(*^) и у(*.) 
непрерывны на отрезке ^, < ^ < ш,. В самом деле, если” 


В - У, —%)* ВЕ = 9 
то 


1 
ыы в) | ыы а ре 


0 


4: 

Е О (=)а 
ее их + 
0 


1 


Мы о 1 о— Ао 2/3 
+ 90.46 - ИУ, м + 
0 


1 


+ — М а ияе (107) 


2/8 (1 35. #)"/в 
0 


Из замечания о равномерной сходимости разностных отношений 
функций рийи их производных при 6 <1<1—6 вытекает возмож- 
шость дифференцирования формул (7) под знаком интеграла. Имеем 
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92 ; я з 
= (ИИ -ОЕОь в 04+ 
0 


о-в №) И в Оо, воз 9) 4 


0 
1 

= \ У" [26+ (№ — №) (1—0 1 (№, №; ра 
0 


1 
У — МИ, д @ (108) 
0 
9 
и аналогичную формулу для а Из оценок (106) вытекает ограни- 
о 
ченность производных по 2 и У.. 
Таким образом, наши утверждения для однородного уравнения (9) 
доказаны. Соответствующие утверждения для неоднородного уравнения 
(95) вытекают из оценок 


| (5—8 
и ] 
где о (№, №, 5, В =Ш (№, 2: №, в) ЩЕ 
д 5—8 а 109) 
(— №) (кк о(№, о;5, 8) = 0(1 НИ (мо — №)", К 


мы 
3) “а — гв 


д д Е 
5+ дк, 2 (оз вв; 8 1) = 04) (№) 


и такие же оценки для высших производных, если’ учееть что при 
использовании $, { в качестве переменных в двойном интеграле фор- 
мулы (96) становится возможным дифферендирование под знаком 
интеграла. 


Распространение полученных результатов на случай общего 
уравнения смешанного типа 


В настоящее время нам удалось распространить полученные резуль- 
таты на общее уравнение смешанного типа 


а НВ Ее =0. (110) 


Как и в частном случае а=0, отсюда легко получается решение задачи 
для неоднородного уравнения 


92 


Но а В ь° 2 =4 (110а) 
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Для этой цели перепишем сперва уравнение (440) в характеристиче- 
ских координатах ^, р. Получим 


так ве-0(8—)-+ о 
г Я С о о и 
_ Уравнение (1108) примет вид 
пееа Е О-КО" Е. -0- 
25 ) ‘= р ) о 


Ен И о т 


Если ввести обозназения 


у Е з 65 ре. еле ге о вт 
5е=и+84, | 
р ея г (з Е оао 5 ея о 
Е —е5 +8 | 
у. о) вые а р р 
то ур чия (144) и (114а) а. в виде 
РАЯ ВС: =0, (113) 
НАЯ В+ СЁ = 2, (143а) 


‚ Функция Римана и (№, в; Х, в) уравнезия (141) удовлетворяет 
уравнению 


а ао 
я 2/3 а 3/3 
а ааа, 
=$ [и (Ао › во; Х, в) ]. (114) 


‘Как и в случае а=0, функция Римана может быть представлена 
в виде ряда 


а, (145) 
где. 
: } (и— 4) Я В 
и (о, о, ^, и) = (ш— А) 18 (и—4 К ^ ве 1; ‘) ь 
_ 9—4) (ю— в) 146 
о) , ( ) 
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в 
А С 
* 1) 
2. 
ый и , 
не вы в) (ву) + 


ы 
= . Е и й 
из \ ь (*, ь ' о в) т о К { 


ы 
Ил, 1: = \ \ (ль №, в) 5 [ил (ло о; №”, в’) 4’ ав’ (п=1,2,.. 
о 


(116а) 


.). (446) 


Выражения под скобками в линейных интегралах формулы (446а) 


можно при этом преобразовать, учитывая, что 
и ео) №; у ^, =.) =0 
(я-во, в) и (№, №; Х, 2)=0. 


Отсюда следует, что 


д а ид 1 < 
ие 


т {звах 
ЕВА) (=) "4 =О ыы му, 
Аналогично 
д 1 
(ивы) 55 
Е [ла 
=84А ("—ы 1) ; = 0(1) (в— №.) "(в — Ао $ 


Для выражения $ [а, (\,, №; ^, в)] легко получить оценку 


$ [4, (№› во; ^, в)] =О (1) (и — ^) 1 (в — №) (в — №, 516 (м, — >, 


о (Яо, о; А, в) 
(и— 4)? 


а для — оценку 


=) вн. 


Применяя те же приемы, как и выше, получим 
=0(1) (м (в (ул, 


п—1 


=0(1) [В (м —№)] 3 (п=2,3, .:.), 


(в т 


и 


(117) 


(148) 


(419) 


(449а) 


(120) 


(124) 


(42а) 


(1245) 
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где символ О(1) дает границу, не зависящую от п, а В--постоянное 
число. 
Соответственно для $ [ии (№, №; №; в)] получаем следующие оценки; 


$ [и (№, ро; №, в)] = 0 (1) (в — ^^ (р — А) (в — 2,1 (и — 25), (420а) 
$ [м, (№ во; №, )] =0 (1) (р— №) (щи 24) (м —.), (1205) 
$ №, (№, во; ^, в] =0 (1) (в— №) (в, — №) (в (и, ^,), (4206) 
$ [и (№, во; ^, в) =0 (1) (#— 1 (в — № (и — №4) (1—2), (4204) 
$ [в (№, во; №, в)] =0 (1) (в— ^) 2! (щ — К) (в — Ау"! (№ — №), (420е) 
$ и, (№, воз ^, в) = 0 (1) (в — №) [(№ — мВ] 5 (1201) 
Отсюда 
=0 (4) (ед, (122) 


(в а 
$ [1 (№, во; ^, в)] =0 (4) (в— %)-21 (м — №) (в — №) (шо — №). (123) 


Далее оценим величины 
1 ди» т 
2 04 тя 6 (в —4) * 


Прежде всего 


и (№--4)/3 
= (и (ш—)°/° (и— №) / ь | м 


откуда при помощи тех же приемов, как и выше, получим оценки 


о и (124) 
о -Нет=0(4) Ее т дз (1245) 
Не -0(- а И (124°) 
а =0 (4) т и — а (424а) 
ее Р И - и я пе (124е) 
и ОВ. 2 24 
° Отсюда следует оценка 
р И Тя и - т 57 (125) 


. И аналогично 


ый (ю—4) № 
а та 56-9 Ее , (125а) 
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а также существование пределов 


; 1 ди на (= №3 ; 126 
и 52 Р 5 в= ^) ) г а)”, (126) 
. 1 ди и #3 (= юз 126 
р. р. +5) оо (ро — 4) о) № р ( а) 


Из уравпений (122), (126), (126а) выводим, наконец, существование 
ядер (№, №; 1) и #(%, в; й), для которых мы, как и выше, получаем 
оценки * 


3 О (1) 

8 (№, ш; 8) = РС (— 21 , (127) 
. и __ 0(4) (№— №)" 

й (№, №, {= #5 та 2 (128) 


и решение задачи Коши в виде формулы 


1 


тб вд | 50 с, --(ш— №) 9 4+ 


4 
ть \ й (Ло во; Ву [№ (в — №) #] 4&. (129) 
0 


Решение оказалось, таким образом, единственным. 
Теорема существования, доказанная нами для случая а =0, остается 
в силе в той же формулировке, как и выше: если м 


функция, а < удовлетворяет условию Нб14ег’а с Е — 


то формула (129) дает предельное решение уравнения (129) “ С дапными 
Коши ®(^) и у(^). 
Достаточно доказать уравнение 


(А, №) (54 | (130) 


все остальное, доказывается, как выше. 


* Соотношения (127), (128), (129) получаются на основе формулы Римана 


(иг)р + (в=)р 
(Аа в) 
Ро Э 
1 ди 1 ди 92 92 
и. \ = (диав— Вы дай — р 4 +5: ВЕЕО | 
РТ ет 
из которой вытекает 
я : 1 ды ди 
8 (№, во; ош | (4 р (51 -=)] (№ — №), (127а) 
В. 


( в 
й (1 =— — 2, аи 
(о, до; #) т р] и 3 С ду № №). (128а) 
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Для этой цели рассмотрим наряду с решением (129) предельное 
решение 


Я 
2 (№, №) = \ О о; ра [А (№ — №) п а- 
0 


1 
+ Ор в бура (134) 
° 
уравнения 
9*2 02 
| Ча + зи +а нь = 0. (132) 
Очевидно, 
1 
2, вы 46. (133) 


0 


Чтобы распространить доказательство на общий случай, постаточно 
доказать оценку 
а , ы т 
8 А №) 2) о а ш: 0) =О (1) (в — 6) №. (134) 
Для этой цели рассмотрим разности 


^ 


$ [и,] — $ [и]. (136) 


Пользуясь приемами, аналогичными применявшимся нами при оценке 
функций и, и $[и,|, получим 


их п 
О. ю--^о у (п=1, 2, ...), (137) 


$ [4,1 — $ [2] =0(4) «—^)-* (в —2,)3 (п=0; 1, 2,...), , (438) 


откуда, в свою очередь, вытекает 


р 0(1) (м —^.) Ш=42....), (439) 


п 
о 


Во з 
(+ 5—9.) о 


Приняв во внимание выражения для ©, 1, 5, й, получим на основе 
(137), (139), (139а) следующие формулы: 


Й (№, №) ИВС ‘оу №0; =0(1 Ао) (140) 


2 (ри, №3 Й — Е (в, №; = 0.0 (в — №). (141) 
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Теорема о дифференцируемости полученного решения и распростране- 
ние решения на неоднородное уравнение (110а) получаются, как и выше. 


Цаги, Новосибирск Поступило 
2. УТ. 1983 
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Е. ЕВАМКГ. ОМ САОСНУ?$ РВОВГЕМ РОВ РАВТТАТ, РТРЕЕВЕКТИАТ, ЕООА- 
ТОМ ОЕ МИХЕО ЕМЛРТ!С0-НУРЕВВОТЛС ТУРЕ УМТН ТУГТАТ АТА ОХ 
ТНЕ РАВАВОГ1С ТЛМЕ 


ЭСММАВУ 


шт 15 пойе а сепегаН2айоп оГа 1огтша о! РагЪойх 13 о1уеп, УВ 
з0]уез СаисБу’з ргоеш {ог фНе едиаЙоп 


927 502 
У з-д — 0 (1) 


34 1Ъе 11а! 4аба аге слуеп оп Ше пе 
у=0, 


1. е. оп 11е «рагазос» Ппе, уВеге {Ве буре о! {№е едлайоп 13 сВапоед 
Фгот е]Шрйса| +0 Вурегро1с опе. 
ТЬе ога 13 


1 
\ + (^^ 4ё _ 
. 2718 (1—8) 


2/8 (1 Ее #) "в 


( 
5 
к. (+) то А) \ У Я 1) 14 _ м (2) 
6 


уЙеге 


а09 


р р 
Не (9). 


ТВе Гогти]а с1уез Ве зо\аНоп оГ Ве ргоБеш Гог аЙ пезаНуе уашез 


© 9. 
т И1$ пое Т 4еа| мИВ Саисву’$ ргоз]ета {ог ефааНорз о{ Ве Гогт 


В д д д 
аи а (®, УЕ (в, У) ие (а, У) а=0. (3) 


Аз Ш \аз зНомп Бу Е. Тёсопи, а! Ппеаг Вотовепеоиз едиайопз зайз- 
гушо уегу сепега! соп@лопз сап ре гедисе4 10 &813 югш. 

16 13 зНо\п 4Таё %Ъе зо]аМоп о! Саисву’з ргоз!еш ог фе едиайоп 
(3) миВ ша сопд1опз оп 4Ъе рагазойс Ппе 13 слуеп Бу ап ехргеззоп 
0{ Ве !огт 

‹ З 1 
2(2, =) вниз @— МПа \ Во, ву (#—^)Йаь (4) 


0 9 
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уВеге фе пабе 
8 (№, в; 8) ап4 №(%, №; 1) 
зайзГу $Ве сопатопз$ 


0 (1) 


0(1)(в— 4)" 
Е С не (5) 


Из ль (1—2) *^ 


(А, в; = 
ап4 хапау аге олуеп ру Те !огащае (2а). ТЬе {огпща (4) 13 ме {ог 
песайуе уа]аез 0Ё у о! зтаЙ аЪзо\е шаспиаае. 

Аз сопзедиепсе о! {Гога (4) ме зее, {фВаё СаисБу’$ рго’]ет т ойг 
сазе 15 раб соггес у 1т Ве зепзе о! НадатпагЯ (01 соигзе, ош у 1 Ве геолоп 
1ушо оп фе «Вурегрос» з14е о{ 4Ъе рагафо с Ппе). Шш {асё, а 155% 
уага оп 01 (5) апА у (2) сапзез Ъ а зта! сВапее 0{ {Те зоол 2 (5, У). 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
ВОГТЕТ!М РЕ ГАСАРЕМ1Е РЕЗ ЗС1ЕМСЕ$ РЕ 120855 


Серия математическая 8 (1944), 225—932 Зёме татетайдие 


А. А. МАРКОВ 


0 СУЩЕСТВОВАНИИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ СВЯЗНЫХ ТОоПОЛОоГиИЧчЧЕ- 
СКИХ ГРУПП 


(Представлено академиком И. М. Виноградовым) 


Работа содержит общий мегод построения коммутативных связных 
топологических групп, все элементы которых имеют второй порядок. 

1. В нашей работе «О свободных топологических группах» * приведен 
пример периодической группы произвольной мощности, не допускающей 
связной топологизации [С. Т. Г., $ 9]. Рассматриваемая в этом примере 
группа представляется как сумма двух не пересекающихся непустых . 
множеств, оказывающихся замкнутыми при любой топологизации группы, 
откуда и следует отсутствие связной топологизации. 

В связи с этим примером возникает, однако, вопрос: может ли периоди- 
ческая группа вообще допускать связную топологизацию, иначе говоря, 
существуют ли периодические связные топологические группы? В настоя- 
щей статье дается утвердитсльный ответ на этот вопрос. 

2. Пусть Х — проиввольное множество. Совокупность его конечных 
подмножеств образует группу, если принять за операцию умноженая 
сложение 1104 2, нначе говоря, если положить 


= (201) \ (208 


для любых двух конечных подмножеств 2 и $ множества Х. Мы будем, 
обозначать эту группу буквой С. 

Очевидно, что С представляет собою такую абелеву группу, что ква- 
драт любого ее элемента равен единичному элементу. Роль единичного 
элемента играет пустое множество. 

3. Подмножества множества Х, содержащие не более двух элементов, 
мы будем навывать простейшими множествами. 


* Печатается в «Изв. Ак. Наук СССР, сер. мат.». В дальнейшем мы будем эту 


работу именовать С. Т. Г. 
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АЕ 


Очевидно, что каждый элемент группы С может быть представлен 
как произведение конечной системы пр@тейших множеств. 

Пусть т— целое неотрицательное чысло, {5:}:-1 — система простейших 
множеств. Будем говорить, что система {2;}": каноническая, если 
А @(=\1,...,т) и даж А (р = ...,т). 

Очевидно, что каждый элемент группы С может быть представлен 
как произведение канонической системы простейших множеств. Прини- 
мая, далее, во внимание, что произведение любой конечной системы 
попарно не пересекающихся элементов группы С сводится к их теоре- 
тико-множественному суммированию, убеждаемся в справедливости сле- 
дующей. леммы. 

ЛЕММА 1. Каков бы ни был элемент з группы С, существует лишь 
конечное число канонических систем {51-4 простейших мномсеств, та- 


ких, что 
т 
1=1 


4. Пусть }— вещественная функция в множестве Х. Определим в 
совокупности простейших множеств функцию т; следующим образом: 


( ‚ О при &=А; 
па = 11х| при == (х), где ХЕХ; (2) 
(1. при 2 = (х, у), где ХЕХ, УЕХ, х- у. 
Определенную таким образом функцию т, будем называть ]-ценой, 
Ее вначение т;2 для аргумента 2 будем называть /-ценой множе- 
ства 2. }-цена есть вещественная неотрицательная функция, определен- 
ная в совокупности простейших множеств. 
ЛЕММА 2. Если 3 и {такие простейшие мноэжества, что 5 ПЕ-Ё А, 
то 21 есть простейшее множество и т, (31) <па- кл. 
Это следует из определения простейшего множества, равенства (2) и 
неравенств 


а 


справедливых при любых вещественных Ё, м и 6. 

Из леммы 2 следует 

ЛЕММА 3. Если система {3:1 простейших множеств не канони- 
ческая, то существует такая система {1}, простейших множеств, 
(то при п<т 


Пи ТП =ь (3) 
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М: 
\ 
ГЫ а 
а 
са 
= 
-— 


Из леммы 3 следует . 

ЛЕММА 4. Какова бы ни была система {2)". простейших мно- 
жеств, существует каноническая система {1,;}!/ простейших. множеств, 
такая, что имеют место соотношения (3) и (4). 

5. Пусть ЕС. Согласно лемме 1, имеется лишь конечное число ка- 
нонических систем {2,}". простейших множеств, удовлетворяющих усло- 
вию (1). Каждой такой системе соответствует число 


о у я 
ее. (5) 
1=1 : 


Среди так получаемых чисел имеется наименьшее. Его мы будем назы- 
вать /-нормой элемента 5. и обозначать символом М№,;5.. 

Из леммы 4 вытекает 

ЛЕММА 5. ]-норма элемента з группы С есть наименьшее значение 
выражения (5), когда система {2}: пробегает совокупность конечных 
систем простейших множеств, удовлетворяющих условию (1% 

ЛЕММА 6. Если 2= (2) (У), где ЕХ, ЧЕХ, то М: -=|ж#— ||... 

Доказательство. Если = У, то 5=(2, у) и существуют лишь 
три канонические системы {2:}1, удовлетворяющие условию (1), а имен- 
но системы {(7), (у)}, {(9), (2)} и {(5, у)}. Для первых двух величина 
(5) равна |/2|-+|/у|, а для последней она равна |/2— Так как 
112 — у| <| | --|Ту|, то в этом случае М = | #— т 

Если =, то 2=А и единственной канонической системой {571 
удовлетворяющей условию (1), является пустая система Л, для которой 
величина (5) равна нулю. Поэтому М, =0, а так как и |2 — //|=0 
то и в этом случае №, = | х— /и|. 

ЛЕММА 7. Если 2=(5,), где В— натуральное число, и = 
(ЕТ цы, Л), О Ма =: 

Доказательство. ЕР самом деле, в этом случае ]-цена любого 
содержащегося в 2 непустого простейшего множества, очевидно И 
Так как все ]-цены неотрицательны и #21, значения выражения (5) 
для канонических систем {3;}"4, удовлетворяющих условию (1), также 
—> 1, откуда следует, что №; > 1. 

6. Условимся теперь понимать символ №, как знак, определенный в 
С вещественной функции. Значение этой функции для аргумента 5 есть 
7-норма =. 

ЛЕММА 8. Функция М№,; есть норма *8в С. 

Доказательство. Мы уже видели, что М, 1а =М, \ =0**. Сле- 
довательно, №, удовлетворяет условию № [С. Т. Г., определение 4]. 


* Понятие нормы в группе определено в О Е 
*#* См. доказательство леммы 6. 


С 
3 Известия АН, серия математическая, № 5 
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Пусть ЕС и1Е С. Существуют канонические системы {2}: и {1} 
такие, что | 


= Па =П | в. 
= | 
т п : 
№М#= У ки, Ми= Угти,. (7 
1=1 1—1 


Положим 5:=#-ш(@=т-1,..., п). Согласно (6) 


т--п. 


21 = И 5, 


За 


и так как {3]7" есть система простейших множеств, то, согласно лем- 
ме 5. и равенствам (7) 


, 


Принимая во внимание, что в группе С все квадраты равны 1с, полу- 
чаем из последнего соотношения М, (57) = М -- Мия. Таким образом, 
№, удовлетворяет условию №, [С. Т. Г., определение 4], что и требова- 
лось доказать. 

7. Пусть Х—вполне регулярное пространство и Л!’ — какая-либо нор- 
ма в С. При ХЕХ, УЕХ имеем (2) (у)ЕС. В силу этого М ((2) (у) 
моно рассматривать как некоторую функцию пары `{5, у} точек про- 
странства Х. Будем говорить, что норма М согласована с Х, если 
М ((х) (у)) является непрерывной функцией пары {х, у} точек про- 
странства Х. 


ЛЕММА 9. Если } непрерывная функция в пространстве Х, то 
1-норма согласована с. Х. | 

Это следует из леммы 6. 

ЛЕММА 10. Совокупность норм в С , согласованных с Х, есть муль- 
тинорма* в 4. 

Доказательство. Пусть № означает интересующую нас совокуп- 
ность норм в С, согласованных с Х. %, очевидно, удовлетворяет усло- 
виям \!, п М, [С. Т. Г., определение 13]. Докажем, что 5% удовлетво- 
ряет и условию М,. 


* Определение мультинормы дано в С. Т. Г., $3. 
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Пусть 56 С^\ (1с). Тогда —непустое конечное подмножество прост- 
‚ ранства Х. Пусть 2= (211, где № -— натуральное число, 5; ЕХ из: = 


2-Е 5; 
`` при ЕЕ и |: ое Х такая непрерывная функция Г, 
что = (1=1,..., 1) [С. Т. Г., $4, лемма 48]. Согласно лемме 9, 


норма М, в группе с согласована с х. т.е. М, ЕХ. Согласно лемме 7, 
„М, > 1. Таким образом, 3% удовлетворяет условию М,, что и требова- 
лось доказать. ‘ 

‚’ Мультинорма % определяет в группе С топологию. Множества 


Их=@ (№ < 1) (МЕЖ 


9 


образуют в стой топологии полную систему окрестностей единичного 
элемента [С. Т. Г., $ 3, теорема 6]. В дальнейшем мы будем рассмат- 
ривать С как топологическую группу. 

‘8. Каждой точке х пространства Х соответствует точка (2) топологи- 
ческой группы С. Определим отображение о пространства Х в тополо- 
гическую грунпу С равенством 


фт = (2) (1ЕХ). (8) 


ЛЕММА 11.5 есть непрерывное отображение пространства Х в то- 
пологичевкую группу С. 

Доказательство. Пусть с ЕХ и 0 — окрестность точки фо в С. 
Множество Офф является тогда окрестностью 1с в С. Поэтому сущест- 
вует норма МЕ% такая, что Ил С Ос. Эта норма согласована с Х, в си- 

лу чего функция М ((5) (у) тозки УЕХ непрерывна в Х. Принимая 
во внимание, что М ((5) (5)) =ЛМ15с =0 заключаем, что множество 


и | И=е {А (2) 0) 0 
. у 


является окрестностью точки © в пространстве Х. При УЕТ имеем 
М ((5) (4)) < 1, откуда (5) (у) ЕЙ ус фр, и, согласно (8), получаем ФуЕ И. 
Следовательно, $/ГС-И. Этим доказана непрерывность отображения ф 
в точке г. Так как эта точка произвольна, то ф есть непрерывное отоб- 
ражение пространства’ Х в топологическую группу С, что и требова- 
лось доказать*. 

Из леммы 11 вытекает 

ЛЕММА 12. Если престранство Х связно, то ФхХ есть связное 
подмножество топологической ‘группы С. 

Г. Пусть Н означает совокупность конечных подмножеств ‘простран- 
ства Х, содержащих четное чиело элементов. Я` есть подгруппа индекса 


6 


2 топологической группы С. 


* ф является даже топологическим отображением пространства Х на множе- 
ство $Х. Мы не приводим доказательства этого предложения, так как не пользу- 


емся им. 5 
3 
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ЛЕММА 13. Пусть &ЕН\ (ан). `Если пространство Х связно, то 
существуют 1.и у, удовлетво ряющие условиям: 


Е, 

НЕ К 

3° УЕД, 

4° У связно, 

5° 1 содержит меньше элементов, чем 3. 


Доказательство. Так как 3ЕН\\(1н), = непусто и содержит 
четное число элементов. Поэтому существуют х и у такие, что ТЕз 
уЕ5 и х=у. Положим 


1 =2\\ (2, у), У=а29х. 


Имеем . 
уЕ2СХ, ФУЕФХ, (>) (у) = ху Е ХХ, 
= (о @Лехох = У. 


Таким образом, условие 41” удовлетворено. 
Далее, 


ЕС Х, чхЕФХ, 14 =($1) 6 хх, 
1С192оХ = У. 


Условие 2° удовлетворено. 

Так как 9%6фХ и кажлый элемент множества ©Х содержит ровно 
одну точку пространства Х, каждый элемент ‘множества фхэ?Х либо со- 
держит ровно две точки этого пространства, либо пуст. Поэтому фхфФХ СН. 
Так как ЕН, то и1=2(х) (ЕН. Отсюда. У = лох С Я, т. е. вы- 
полнено условие 3°, 

Связность множества У следует из леммы 12, так как множество 
У = 192ФХ гомеоморфно множеству ФХ. 

Условие 5° очевидно выполнено. 

Из леммы 13 вытекает 

ЛЕММА 14. Если пространство Х связно, то, какова бы ни была 
точка < топологической группы Н, существует связное подмножество 
этой топологической группы, содержащее точку 2 и точку 1н. 

Из леммы 14 следует 

ЛЕММА 15. Если пространство `Х связно, то, каковы бы ни были 
точки 2 и 1 топологической группы Н, существует связное подмноже- 
ство этой топологической группы, содержащее эти точки. 
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Из леммы 15 следует 

ЛЕММА 16. Если пространство Х связно, то и топологическая 
группа Н связна. 

10. Мошность топологической группы С равна мощности пространства 
Х, если последняя бесконечна*. В этом случае мощность топологической 
группы Н также равна мощности пространства Х. Принимая во внима- 
ние, что существукт свягные вполне регулярные (и даже метризуемые) 
пространства любой мощности > 2% '**, приходим к следующему ре- 
зультату. 

Какова бы ни была мощность М> 2%, существует связная топо- 
логическая группа мощности 1, такая, что квадрат любого элемента 
этой ‚топологической группы равен ее единичному элемейту. 


Поступило 
9. ХО. 4983 


(®.®) 


* Это следует из известного равенства т == у те, справедливого для любой 
1=1 


бесконечной мощности т. 
** Связ ное меттисесксе пространство гаданной мсщкости т >> 2*№ может быть 


построено, например, так. е 
Пусть А—прсизвольнсе множество мощности ш и В—совокупность пар {х, 5}, 


где Е А, а Е— пслсжительнсе ‹исло. Пусть а—прсизвольный облект, не принад- 
лежащий В. Полсжим Х= ВУИ (а) и опгегелим в множестге Х уетрику р следую- 


щим образом: 
2({2, =}, (у) =Е-У при 2 =9, 
в ({2, Е}, (2, у} ) =1Е—т| 
о (а, (=, Е} = (а, Е}, а) =, 
р (а, а) =0. 
Здесь хи у— произвольные элементы множества А, =, 7-—произвольные положи- 
тельные числа. 
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А. МАВКОЕЕ. ОМ ТНЕ ЕХТЗТЕМСЕ ОГ РЕВТОЮГС СОММЕСТЕЮ ТОРОГОбтСАТ, 
СВоООР$ 


Тье рарег сопба1из а бепега] шешоЧ Гог сопзтисИия 0{ сошилауе 
соппесфей 10ро|оз1са| сгопрз, аЙ е@етепуз оф “Вас аге о! огег 2. ТВе 
ро1шф о! аерагуаге оЁ 1№е соизгас оп 13 ап аг1$гагу соппесфе4 сошре- 
1е]у геру]аг 10р0]081са|1 зрасе Х, ап 4№е зтоир сопзёгасбе сопбалив 
а зар зеь Ботеотогр с 10 Х. 


ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 


ВОГГЕТ!М ОЕ ГГАСАРЕМ!Е РЕЗ $СЛЕМСЕЗ ОЕ 1085$ 


Серия математическая 8 (1944); 233—242. Земе та\ИётаНаце 


Н. А. ШАНИН 


О ПОГРУЖЕНИЯХ В СТЕПЕНЬ ТОПОЛОГИЧЕСКОГО 
ПРОСТРАНСТВА 


(Представлено академиком Н. А. Колмогоровым) 


Устанавливаются некоторые кеобходимые и достаточные условия 
возможности топологического погружения одного топологического про- 


странства в некоторую степень другого топологического пространства, 
и выясняется механизм таких погружений 


$ 1. Обозначения и терминология 


Пусть &— фиксированное множество индексов и Х — абстрактная 
функция, сопоставляющая каждому Ё6З некоторое топологическое про- 
странство [сокращенно: Т-пространство*]Х;. Топологическое произ- 
ведение системы Т-пространсТв {Хь}иев [Т. е; множество абстрактных 
функций х, определенных на Н и таких, что 26Х; при каждом $ ЕЯ, 
при условии, что топология в этом множестве введена по способу 
А. Н. Тихонова (*)] будем обозначать, следуя Э. Шпильрайну (*),. через 
Хз. Если все Т-пространства Х; совпадают: Х.=А при всех ЕЯ, то 
топологическое произведение булем обозначать также через А? (степень 
Т-пространства В). н 

Известен ряд построений [работы А. Н. Тихонова(*), Е. СебВ’а (з) 
.П. С. Александрова (*)], осуществляющих топологическое погружение 
пространств определенных типов в степени некоторых конкретных про- 
странств. В настоящей заметке выясняется механизм таких погру- 
жений. Условимся сначала о некоторых термипах и обозназениях. 

.ы Операцию проектирования произведения Х® в составляющую Хе 
будем обозначать через ль. 

20 Пусть Ен и АС Х.. м С.(А) будем обозначать множество 
всех элементов ХЕХ? таких, что х.ЕА. Ивыми словами, Сь (4) = 


* Предполагаем выполненными, всобще говоря, лишь следующие аксиомы: 
сумма любого числа и пересечение конечного числа открытых множзсгв суть 
ткрытые множества, всё пространство и пустое › ножезтво—открыгые множества. 


` 
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== (А). Множества этого типа, следуя 9. Шпильрайну (°), назовем 
цилиндрическими. 

3° Если [— отображение множества 5 в произведение Х®, то супер- 
‚позиция т:} отображений } и т: будет отображением множества 5 в Х.+. 
Отображения т;} называются составляющими отображения }{. 
С другой ‚ стороны, если абстрактная функция ф ставит в соответствие 
каждому &6Е некоторое отображение о. ` множества 5 в Х., то сущест- 
вует единственное отображение } множества 5 в произведение Х®, 
обладающее свойством: т:;}=Ф: при каждом ЕЯ. Это отображение } 
назовем генератором системы отображений {$=}: ев. 

4° Пусть все Т-пространства Х:; совпадают: Х.=А при всех & ЕЯ. 
-Пусть абстрактная функция ф, заданная на множестве Е, определяет 
систему {$2}:ев отображений множества 5 и В. Отображения $: могут 
оказаться одинаковыми при разных &. Совокупность* различных ото- 
бражений множества 5 в А из числа отображений ф. образует сово- 
купность элементов системы {Фе \ея. 

5° Семейство* всех открытых подмножеств ТГ-пространства 5 обозна- 
чаем через @©5. Семейство %С 5 назовсм открытым псевдо- 
базисом Т-пространства 5; если всевозможные конечные пересечения 
элементов %[ образуют открытый базис 5. В частности, семейство цилин- 
дрических множеств С’, (С); где Ё пробегает всё Я, а при фиксированном 
& С пробегает семейство всех открытых множеств Т-пространства Х, 
(или даже какой-либо открытый псевдобазис Х.), образует открытый 
псевдобазис произведения Х®. 


8 2. Основная теорема 


Пусть }— отображение множества 5 в множество А. Говорим, что 
] различает точки -2, и 2, множества 5, если }(2,) = }(2.). Пусть Ф— 
некоторая совокупность отображений 5 в А. Будем говорить, что Ф 
различает точки множества 5, если для любых двух различ- 
ных`точек множества 5 существует }ЕФ, различающее эти точки. Если 
Ф состоит из одного отображения }, то говорим просто; что } раз- 
личает точки множества 5.’ Очевидно, что } тогда и только тогда 
различает точки множества 5, когда } есть взаимно однозначное 
отображение 5 в В [т. е. взаимно однозначное отображение 5 
на }(5)]. 

Определен ие 1. Говорим, что Т-пространство 5 точечно отде- 
лено в Т-пространстве А, если совокупность всех непрерывных ото- 
бражений 5 в В различает точки 5. 


* Термины «множество», «совокупность» и «семейство» равнозначны. Однако 
из стилистических соображений мы предпочтем термин «совокупность» для обозна- 
чения множества, элементами которого являются отображения множеств, а термин 
«семейство»—для обозначения множества, элементы которого сами суть множества 
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Пусть 5 и В —два Т-пространства и }— отображение 5 в В. Пусть 
СЕ65. Говорим, что } реализует множество С, если и 
такое И Ею, что С есть полный 7- прообраз множества И, т. е. С = УИ 
Пусть Ф — некоторая совокупность отображений 5 в Ви (С ©. о 
говорить, что Ф реализует семейство 9%, если для любого СЕХ. 
существует ]ЕФ, реализующее множество С. Будем говорить, что Ф 
реализует открытый псевдобазисе в 5 (или открытый базис в 5), если 
существует в5 открытый псевдобазис (соответственно, открытый базис), 
реализуемый совокупностью Ф. Если Ф состоит из одного отображения 
, то говорим просто, что } реализует семейство % или открытый псев- 
добазис в 5; или открытый базис в 5. Для дальнейшего важно отметить, 
что если одно отображение } реализует открытый псевдобазис в 5, 
то оно реализует и открытый базис в. 5, так как полный прообраз 
пересечения множеств равен пересечению полных прообразов. пересе- 
каемых множеств. 

Определение 2. Будем говорить, что Г-пространство 5 тололо- 
гически подчинено Т-пространству В, если совокупность всех 
непрерывных отображений 5 в В реализует открытый псевдобазис в о. 

ТЕОРЕМА 1. Нусть 5 и В— два Т-пространства. 

1° Для того, чтобы 5 можно было топологически погрузить в нг- 
которую степень пространства В; необходимо и достаточно, чтобы 5 
было точечно отделено в В и топологически подчинено В. 

25 Для того, чтобы 5 можно было топологически погрузить в В, 
необходимо и достаточно, чтобы существовала совокупность Ф непре- 
рывных отображений 5 в В, мощность которой не превосходит мощ- 
ность множества #8, различающая точки 5 и реализующая отгрытый 
псевдобазис в 5. - 

3° В конструктивном отношении всякое топологическое погружение 
Я в степень пространства В характеризуется следующим образом. 
Если }— топологическое отображение.5 в степень В, то-отображениля 
ф: ==} пространства 5 в В непрерывны и совокупность элементов 
системы {$}з различает точки 5 и реализует открытый псевдоба- 
зис во. 

Обратно, если {Фе}кез — произвольная система непрерывных отобра- 
жений 5 в В, совокупность элементов которой различает точка 5 и 
реализует открытый псевдобазис 5, то генератор } этой системы 
отображений ссть топологическое отображение 5 в В. 

Первая и вторая части этой теоремы непосредственно следуют из 
третьей, которая в свою очерель вытекает из следующих трех лемм. 

ЛЕММА 1. Если } взаимно однозначное отображение 5 в степень В®, 
то отображения фё=х:} множества 5 в В образуют систему [Фе } вез, 
совокупность элементов которой различает точки 5. 

Обратно, всли {$:}:ев — произвольная систвма отображений 5 в В, 
совокупность элементов которой различает точки 5, то генератор } 
этой системы отображений есть взаимно однозначное отобрае- 


ние 5 в В®. 
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ЛЕММА 2. Если } непрерывное отображение 5 в В®, реализующее 
открытый базис в 5, то отображения + =т;} пространства 5 в В 
непрерывны и совокупность элементов системы {$.}:ев Реализует от- 
крытый псевдобазис в 5. 

Обратно, если, {ФЕ} сз — произвольная система непрерывных отоб ра- 
экений 5 в В, совокупность‘ элементов которой реализует открытый 
псевдобазис в 5, то генератор } этой системы отображений есть не- 
прерывное отображение 5 в В®,. реализующее открытый базис в 5. 

Доказательство. Введем обозначение Е = В®. Пусть }— непре- 
рывное отображение 5 в Ё, реализующее открытый базис в биз ЕС Е). 
Тогда существует такое НЕ@е, что 2Е/‘(Н)С С. Следовательно» 
1(<)ЕН. Так как цилиндрические множества вида С: (В), где 
ВЕФв, образуют открытый псевдобазис Е, то существуют конечная 
система индексов {2}, и система {Вх}. открытых в В множеств 
такие, что* 


ое [Сы (ВВ ЕН. 


я 
ЕЙ, Г (Сы(вь) = П, (вы (во =Й, = (вуегюсс. 
Следовательно, 
«ЕЙ, осо 


Известно, что отображение Т-пространства в произведение системы 
Т-пространств непрерывно тогда и только тогда, когда все составляющие ' 
этого отображения непрерывны. Поэтому все ф; непрерывны, множества 
$:, (Вк) открыты в 5 и совокупность элементов системы {$-}:ев реализует 
открытый псевдобазис в 9. 

Обратно, пусть все х- суть непрерывные отображения в Ди с0во- 
купность элементов системы {ф.}ев реализует открытый псевдобазис в 5. 
Пусть 26СЕ05. Тогда существуют конечная система индексов {к} #1 
и система {В,}к-1 открытых в А множеств такие, что 


5 ЕП, ФЕ (В») 4 
Но 
$ (В) =} (С: (В)). 


* Знак [| обозначает поресечение множеств. 
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Поэтому 
2 ЕП (0:1) Ха 


Таким образом, } представляют собою непрерывное отображение 5 в В?, 
реализующее открытый псевдобазис в 5, а следовательно, и открытый 
базис в 9. 

ЛЕММА 3. Для того, чтобы отображение } Т-пространства 5 
в некоторое Т-пространство Е было топологическим отображением 
в Е, необходимо и достаточно выполнение условий: 

1° } есть взаимно однозначное отображение 5 в Е; 

о 

2° } непрерывно, 

3° } реализует открытый базис в 5. 


$ 3. Погружения Т.-проетранетв 


Особенность случая, когда ‘погружаемое пространство 5 является 
Т.-пространством [см. (°)| выясняет следующая 

ЛЕММА 4. Если некоторая совокупность Ф непрерывных отобра- 
жений Т.,-пространства 5 в Т-пространство В реализует открытый 
псевдобазис в ©, то Ф различает точки 5. Если Туъ-пространство 
5 топологически подчинено В, то оно точечно отделено в В. . 

Из леммы непосредственно вытекает 

ТЕОРЕМА 2. 15° Для того, чтобы Т,-пространство 5 можно было 
топологически погрузить в некоторую степень Т-пространства В, 
необходимо и достаточно, чтобы 5 было топологически подчинено В. 

2° Для того, чтобы То-пространство 5 можно было топологически 
погрузить в степень ВВ, необходимо и достаточно, чтобы существовала 
совокупность Ф непрерывных отображений 5 в В, мощность которой 
не превосходит мощность множества Я, рзализующая открытый псев- 
добазис в 9. 

3° Если {фев — произвольная система непрерывных отображений 
Т.-пространства 5 в В, совокупность элементов которой реализует 
открытый псевдобазис в 5, то генератор } этой системы отображений 
есть топологичеекое отображение 5 в ВЗ. 

ТЕОРЕМА 3. Если 5 есть Т.-пространство, топологически подчи- 
ненное Т-пространству В, а Н— бесконечное множество, мощность 
которого не меньше веса пространства 5, то существует  топологиче- 
ское отображение 5 в степень В®. 

Доказательство. Пусть $9 — открытый псевлобазис 5, реализу- 
емый совокупностью всех непрерывных отображений ув А. О вес 9 
бесконечен, то из $ выделяем семейство Я, имеющее мощность, равную 
весу 9, ‘и являющееся открытым ое 5. Если вес 5 конечен, 
то семейство $ конечно, и мы полагаем: ®=%. Теперь каждому мно- 
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жеству СЕ® сопоставим некоторое непрерывное отображение 5 в А, 
реализующее это множество. Так как мощность совокупности таких 
отображений не больше мощности множества =, то из этих отображе- 
ний можно образовать систему {ф}еа, совокупность элементов которой 
реализует семейство ®. Генератор } этой системы отображений есть 
топологическое отображение 5 в АЗ, 

ТЕОРЕМА 4. Если В есть Т,-пространство, имеющее конечный или 
счетный вес, а п— кардинальное число > Ж‚, то степень* В" есть уни- 
версальное пространство для класса То-пространств, топологически 
подчиненных В и имеющих вес <п, т. е. всякое пространство этого 
класса может быть топологически погружено в В" ши есякое подпро- 
странство степени В" относится в этому классу. — 


$ 4. Конкретные конетрукции 


1. Вполне регулярные пространства Хаусдорфа характеризуются как 
Т.-пространства, топологичезки подчиненные сегменту Г/=[0;1] число- 
вой прямой (в вполне регулярных пространствах непрерывные функции 
реаливуют не только открытый исевдобазие, но даже открытый базис). 
Поэтому теорема 4 в этом случае конкретизируется в классическую 
теорему А. Н. Тихонова (*): пространство [" является универсальным 
для класса вполне регулярных пространств  Хаусдорфа, вес кото- 
рых = и. 

Обозначим через Ф совокупность всех непрерывных функций во 
вполне регулярном прозтранстве Хаусдорфа 5, значения которых лежат 
в сегменте Г. Эта совокупность образует систему отображений, генера- 
тор которой ] есть топологическое отображение 5 в степень** /®. 

Эту конструкцию рассматривал Е. Сеей (°). 

2. Обозначим через Ё двухточечное Т.-пространство {0;1}, в котором 
открытыми подмножествами считаются: всз Ё, пустое множество и одно- 
точечное множество {0}. Очевидно, что всякое Т.-пространство тополо- 
гически подчинено пространству Ё. Поэтому теорема 4 конкретивируется 
в этом случае в теорему П. С. Алексанпрова (*): пространство Ё" является 
универсальным для класса Т,-пространотв, вес которых = и. 

3. Обозначим через 2) двухточечное изолированное пространство {0; 11, 
в котором всякое подмножество считается открытым. Легко видеть, что 
ТГ-пространство тогда и только тогда нульмерно, когда оно топологи- 
чески подчинено пространству 0. Поэтому: 

пространство Ю" является универсальным для класса нульмерных 
Т -пространетв, вес которых = п. 


* В обозначении А" кардинально» число и символизирует множество индек- 
сов мощности п. ь. 

** Совокупность отображений Ф играст здесь однсвременно роль множества 
индексов системы. ь 
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ТЕОРЕМА 5. Пусть В, и В, —два Т,-пространства. Для того, 
чтобы они определяли одинаковые классы топологически подчиненных им 
То-пространств (т. е. чтобы всякое Т,-пространство, топологически 
подчиненное одному из них, было топологически подчинено другому), 
необходимо и достаточно, чтобы В, момсно было топологически погру- 
зить ‘в некоторую степень пространства В, и В, можно было тополо- 
гически погрузить в некоторую степень пространства В,. 

Например, двухточечное изолированное пространство, пространство 
целых чисел, пространство рациональных чисел и пространство иррацио- 
нальных чисел определяют одинаковые классы топологически подчинен- 
ных им Т.-пространств. 

Отметим еще некоторые предложения, относящиеся к понятиям, вве- 
денным определениями 1 и 2. 

(1) Если 5’— пюдпространство Т-пространства 5 и 5 точечно отделено 
в Г-пространстве В (топологически подчинено В), то и 5’ точечно отде- 
лено в А (топологически подчинено А). 

(2) Пусть {5.}ен— система Т-пространств. Произведение 5Е тогда и 
только тогда точечно отделено в Т-пространстве А (топологически под- 
чинено А), когда каждое 5, точечно отделено в В (топологически под- 
чинено А). 

(3) Если В’ — подпространство Т-пространства А и Т-пространство 5 
точечно отделено в В’ (топологически подчинено В’), то 5 точечно отде- 
лено в А (топологически подчинено А). 

(4) Т-пространство 5 тогда и только тогда точечно отделено в сте- 
пени В? (топологически подчинено А"), когда 5 точечно отделено в Я 
(топологически подчинено В). 

(5) Если 5 точечно отделено в А (топологически подчинено А), а В 
точечно отделено в О (топологически подчинено 0), то 5 точечно отде- 
лено в 0) (топологически подчинено 0). 

(6,) Еели 5 точечно отделенов В и есть соответственно Т.-, Т,-, 
Т,- пространстро, то и 5 будет соответственно Т.-, Т,-, Т.-простран- 


ством. 

(6,) Если 5 топологически подчинено А и В есть соответственно* 
слабо регулярное, регулярное, вполне регулярное Т-пространство, то 
и 5 будет соответственво слабо регулярным, регулярным, вполне регу- 
лярным Т-пространством. 

Замеч ание. Гесколько обобщив определение 1 и 2, можно вы- 
скавать теорему, характеризующую топологические погружения в про» 
изведение любой системы Т-пространств. 


Поступило 
14. Х. 1944 


* Применяется терминология вамегки (б). 
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М. ЗНА МХ. ОМ ТМВЕБОТЖМС {№ А РОУЕБВ ОЕ А ТОРОГОСТСАГ 5РАСВ 


ЗОММАВУ 


\№е Ч4епое ру @©5 \е {ашПу о{ аЙ ореп` заЪзеёз оЁГ а Т-врасе 5. 
А {ашПу %(С 65 13 саПей ап ореп рзеи4о-Ъаз1з о! Ве Т-врасе 5 
Ш а] Поие 1ибегзесб:0пз 0! еететёз о! .:5( Гогта а Баз18 о 5. 

её } Ъе а шаррша оЁа зе 5 110 а 56 В. \У\е вау 4Ваё } а1вё1т- 
и1зНез Ве ро!1ё$ 2, апЧ з, 07 5 И [(2,) = }(<,). её Ф Ъе а зе о 
тарр1оз 01 № шо В. \\е зау Ва Ф аз хилзВез 4Ъе рошёз 95 И 
Гог апу $0 9131066 роз оГ 5 &эге ех15; а шарршя /ЕФ 415Я приз - 
12 ет. И Ф с0п81363 ор а зпе]е таррлох }, \е зиар!у зау $Ъаф } 
Ч пеазВез $Ве ро1п4з оЁ 5. 

Ре! 1014101 1. У зау 'Таё а Т-зрасе 5 15 ро1пф\м1зе зера- 
газе та Т-зрасе А \ е ф0{а] бу оЁ аЙ сопипиомз ар 05 
1що В а1зироеиазЬез &Ве роз оЁ 5. 

Те 5 эпа В Ъе Т-зрасез ап@ } а тарршо о! 5 шю В. Сопз9ег 
а СЕФ5. \е зау 11аё | геа]12ез \Ъе зе С, И \Теге ех163 НЕ®в засЬ 
{Ваё С =} `(Н). Ге Ф фе а зе 0{ тарршез о! 5 11 А ава ХС. 65. 
\е вау {аб Ф геа|1иез &Ве {аш11у 9%, И Гог еуегу СЕЗГ \Феге 
ех1365 ап /ЕФ, \ЬсЬ геаЙ2ез &1е зарзеь С. Уе Гаг4Бег зау {Ваф Ф геа- 
тез ап ореп Базз | (рзеа4о-Раз13) ш 5, М фЪеге ех18з ап ореп Раз 
(гезр. рзеи4о-Ъаз1з) о! 5 геайтеЯ у 4Ъе зеё Ф. Ш Ф сопыз 3 оГа зшае } 
уе виар]у зау {Па( ] геа12ез {Ве ГатПу 9 ог ап ореп Ъазаз (гезр. рзеидо- 
раз1з) 11 5. 

Ре! 1п1610п 2. У\№е зау {Таба Т-зрасе 5 13 форо1ов1са!1 у зи Ь- 
]Десфе4 10 а Т-зрасе А Ш \Ъе {ю{а1у оЁ а] сопИйпиоч8 маррпез о! 5 
що А геайтез ап ореп рзел1о-раз1з 18 5. 

ТНЕОВЕМ 1. Ге 5 апа В фе Т-зрасез. 

(а) 5 сап бе пороюзса Пу гтфедае4 ат а ротег о] Ве 5расе В #} апа 
оу 1} 5 15 роте зерагалеа апт В апа зороовсаЙу зи уелеа 10 В. 

(6) 5 сап фе 1юроовкаЙу ттфедае4 тт В +} апа оу 1} 4йете е4515 
а 561 Ф 0} сопипиои;з тарртаз с} 5 ато В, Ше сатйта питфег о} мшсй 
85 155 ФТап ог едиа] 10 Ши о] Е, Ши фзипаисйеь йе роз о} 5 апа 
геайез ап ореп рзейдо-фаз$ ат 5. 
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(©) Егот йе сопятисиье злетройи еъегу зороовзсай тфедйтв о} 5 
ато а рофег о} В сап Фе срагаслетлеа аз 1оЦоиз. [р ра; а зороовсай 
тарртё о] 5 ищо а розег В, еп е тарртез Ф=кьр йеге т 8 
а ргоуеспоп имо В®, 0} 5 110 В аге сопипиоиз апа зе зует {Фе} ев 
@5йпаизйез 1йе ропиз о} 5 ап@ теайлез ап ореп рзеи4о-Ваз т 5. 
Сопоегзейу, &} {Ф:}: ев 15 ап атфйтагу зуяет о} сопитиоиз тарртзз о} 5 
го В @зйташямте Ше роз о} 5 ап4 геайите ап ореп рзеидо-фазв 
т 5, еп Ш!е вепетайот * } 0} 15 зумет 15 а порооле таррте о} 5 
ищо ВВ. 

ТНЕОВЕМ 2. (а) А Т,-5расе 5 сап фе пороовсаПу атфедае4а :т а 
ротег о} а Т-зрасе В 1} апа оту #} 5 15 пороовсаИу заб ]есеа 10 В. 

(5) Т№е То-зрасе 5 сап фе юроошсаЦу заБ]еслеф 10 рожег В8 #} ап4 
от у 1] Чйете ехё51$ а зеё Ф о} сопипиоиз тарртез о] 5 то В, фе саг- 
@та! питфег 0} мсй 40ез поф ехсее@ аваё о} Я, тат теаЙлез ап ореп 
рзей4о-баз1з ат 5. 

(с) Г] {ФЕ}; Ез 28 ап агфйтату зуяет с} сопитиоиз таррт8з о} Т.-зрасе 
5 имо В теайитв ап ореп рзеи4о-6а515 ат 5, епт йе вепегаог } о} №5 
зуздет 15 а 1ороотса:й таррте ор 5 имо В®. 

ТНЕОВЕМ 3. Г] $ 2$ а Т,-зрасе зороююсаИу зибуесле4 10 а Т-зрасе 
В апа & 15 ап трпие зе, {фе сат@йта! питфег о} щей 1$ пор (е;;$ ап 
1йе уче с} йе зрасе 5, епт Ч\еге елл51$ а пороюркса таррте 0} 5 
ичо 4йе рофег В3. 

ТНЕОВЕМ 4. 1] А #5 а Туь-зрасе о} рпие ог аепитега йе фев 
апа п 15 а сагйтай > Ж., Ше В" 15 а итоегза] зрасе ]ог 11 сйаз$ 0} 
Т.-зрасез о} тавщ. <и ФороюшсаЙу зибречеа 0 В (т.е. есегу зрасе 
о} 115 с1а58 сап Фе зороотсаЙу гтфъедае4 зп В" апа есегу зифзрасе 
о] В" 6е10пз$ 10 Из 14$). 

Сопр!ее!у геха|аг НаизЧогЙ зрасез сап Бе сВагас{ег12е аз Т,-зрасез 
форо:овеаШу зиЪ]есбеф 1ю 1Ве зесшепё / =[0, 1] о{ {Ъе геа] ах1з (соп- 
пиойз апсИопз 1ш сотр1ее!у тезшаг зрасе теаШ2е поф оп!у ап ореп 
рзей1о-Баз1з, Биф еуеп ап ореп ,а513). Непсе, 11 Ш сазе, ТВеогет 4 
с1уез Ме с]азз1са! А. Тусвопой’з &Веотет; Фе зрасе /" 18 Ще иш- 
уегза! зрасе {ог 4Ъе с]азз о{ сотр!ее]у гебаг Наизаог зрасез о! 
уе < п. 

ПРепоёе Ъу Ф Ве 1ю4а4у оЁ аП сопапиолз РапсИ00з оп а сотр1ебеу 
гери!аг Напз9огЁ! зрасе 5 ИВ уаез ш Фе ед тепф Г. ТЬз ве Гоги 
а зузет 0! шарр/поз, {Ве репегафог } о! чЫеВ 13 а {0ро1051са1 шаррше 
ог 5 0 [®. ТЬз сопебгасНоп \аз ед Бу Е. Сев. 


* 1! ап аБзгасё Гаосйоп ф соггс1афез 40 еусгу &ЕЗ а шарршб $: 0! Ве зе 5 
и\о Х,, \Воп 46 го ех! 5 а ип!9а? шарр:0е ] 0Ё 5 шю Ше ргодисй ХВ мив ше 
ргорл у: п./=$: {ог апу ЕЯ. ТЫ з шарр.п8 } 13 сай: а Ше вепегафог оЁ. № е 

$ с 
{аш11у оЁ шарр!18$ {|$=}=Ев- 
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Репое Ъу РЁ а +\0-рош Т.,-зрасе {0, 1}, Ве ореп зеёз оЁ УТаеВ аге 
Е ИзеМ, {Ве у014 зеф апЯ Ъе опе-ро1иё зеё {0}. 1% 13 еу1Чеп 1Ваб \Вео- 
тет 4 21уез т 13 сазе Р. А\ехапагой”з 4Пеотет: {Ве зрасе Е" 1$ {Ве 
иптуегза] зрасе Гог 1Ве с\азз 0! Т,-зрасез оЁ ме < и. 

Те Р Аепое {Ве 1501афе4 &\0-ро1пф зрасе {0, 1}, еуегу зарзеф о! ув 
13 ореп. 1% 13 еазИу зееп \аф а Т-зрасе 13 о! Чтепяюоп О И ава ошу 
И И 13 боро1остеаПу зиЪ]есе4 10 4№е зрасе р. Непсе: Р 15 Ше итоетза! 
‹расе {ог 11е с1азз о] зрасез о} @тепзтоп 0 фйозе та 15 < п. 
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Л. С. ПОНТРЯГИН 


ЭРМИТОВЫ ‘ОПЕРАТОРЫ В ПРОСТРАНСТВЕ С ИНДЕФИНИТНОЙ 
МЕТРИКОЙ * ** 


Пространство Н», так же как гильбертово. составлено из всех последова- 


тельностей- 1, 1., ..., Хь, ... комплексных чисел со сходящейся суммой 


квадратов модулей; скалярное произведение в нем задается, однако, формулой 
(<, и — --- — лук Наука Н... т... 


Работа посвящена исследованию эрмитовых операторов, действующих в ли- 
нейном пространстве Н». Устанавливается, что каждый эрмитов оператор, 


‚ действующий в Н»,, имеет инвариантное конечномерное подпространство раз- 
мерности А. 


В $1 изучаются элементарные свойства пространства Н»,, которые 
оказываются несколько. более сложными, чем соответствующие свойства 
гильбертова пространства. Важную роль здесь играют подпространства, 
на которых квадратичная форма (х, 2) не вырождается. Устанавливается, 
что есди на подпространстве (© квадратичная форма (5, 2) не вырождает- 
ся, то: 

(а) О изоморфно некоторому пространству Ну, [< К; 

(5) на ортогональном дополнении О’к (© квадратичная форма (5, х) 
тоже че вырождается; 

. (©) ортогональное дополнение к ()’ совпадает с 9 и Нк распадается 
в прямую сумму своих подпространств О и 0’, так что возможно 
ортогональное проектирование на оба эти подпространства. 

В $2 рассматриваются операторы, [действующие в Нк. В отличие 
от гильбертова пространства, симметрический оператор, действующий 
в Н ,‚ может иметь комплексные собственные значения и непростые эле- 


* О том, что эрмитовы операторы, действующие в пространстве с индефинитной 
метрикой, могут представлять некоторый интерес, я узчал от С. Л. Соболева, кото- 
рьй встретился с подобным оператором при решении одной механической задачи. 

** Основные понятия теории эрмитовых операторов в гильбертовом простран- 
стве даны у Плеснера («Спектральная теория линейных операторов», Успехи матс- 
матических наук, 1Х, 1941, 3—125}. 


1 Известия АН, серия математическая, №6 
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ментарные делители. Устанавливается, что число тех и других сильно 
ограничено числом К. 

В $3 устанавливается нетривиальное специфическое свойство эрми- 
това оператора А, действующего в пространстве Я,.; именно, доказы- 
вается, что оператор А имеет инвариантное подпространство / размер- 
ности К, причем для каждого вектора х из [ имеет место неравенство 
(т, 2) <0. Сверх того, каждое собственное [значение ‘оператора А в 7 
имеет неотрицательную мнимую часть. Таким образом, в отличие от слу- 
чая гильбертова пространства, эрмитов оператор, действующий в про- 
странстве Ну, всегла имеет собственные значения при АХО. 


$ 1. Линейное проетранетво Н»х 


Определение 1. Линейное пространство Ну, составлено из всех 
последовательностей 
2, %,,..., Тк, .-- (1) 


комплексных чисел с числом членов, равным й> А (конечномерный 
случай) или бесконечности (бесконечномерный случай), для которых ряд 
п Р-Р... РЯ... (2) 


‹ходится. Сходимость и линейные .операции` в пространстве Ну, опре- 
деляются так же, как в конечномерном аффинном или, соответственно, 
в гильбертовом пространстве. Скалярное произведение (5, у) векторов 
х и у дается формулой 


(у=—2, —2,9,—... я-а ‹.-. (3) 


Для того чтобы пространство Нх трактовать как банаховское, в нем 
достаточно задать норму соотношением 


о (4 


< 


Понятия линейного многообразия и подпространства определяются 
как обычно. 
Скалярное произведение удовлетворяет обычным условиям: 


(5, у)=^ (т, у); @7, у=@У-+@, у); (ву=(, 2. 


Векторы 2 и у называются ортогональными, если (х, у) =0. На основе 
этого обычным образом определяется ортогональность подпространств. 

Если Р— подпространство пространства Н;, то его’ ортогональное 
дополнение Р’” определяется как подпространство, составленное из всех 
векторов, ортогональных к Р. Вопреки обычному, подпространства Р 
и Р’ могут в пересечении содержать векторы, отличные от нуля. В этом 
случае мы будем говорить, что квадратичная форма (5, 2) вырождается 
на Р, т. е. в подпространстве Р имеется вектор 2-20, ортогональный 
ко всем векторам подпространства Р. Если такого вектора не суще- 
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сзвует, то будем говорить, что квадратичная форма (х, 2) не вырождается 
на подпространстве Р. Очевидно, что на самом пространстве Нх ква- 
дратичная форма (т, х) не вырождается. 

Определение 2. Пусть Н, и Н, -два пространства, описанные 
определением 1, а Ри О— их подпространства. Отображение } подиро- 
странства Р на [подпространслво О мы будем называть изоморф- 
ным, ебли оно взаимно однозначно, взаимно непрерывно, сохраняет 
линейные операции и сохраняет скалярное произведение. Ри 0 будем 
называть изоморфными, если существует изоморфное отображе- 
ние 7 Р на О. 

Ниже будет показано, что если пространства Н, и Н; изоморфны, 
то числа К и { равны: 


К=1. (5) 


Изоморфное отображение подпространства Р самого па себя будем 
называть автоморфизмом Р. 

В определении 1 пространство Ну было описано координатным мето- 
дом—каждый вектор 5 задавался своими координатами х,, %,, ..., %ь, -.. 
Любой автоморфизм } пространства Н, дает возможность ввести в Нь 
новую систему координат. Если 2,,%.,..., 9,,...- координаты век- 
тора ](х), то числа 2, 2,,..., Як, ... можно принять за новые коорди- 
наты вектора х. 

(А) Обозначим через Н, подпространство пространства Н’,., состав- 
ленное из всех векторов т, для которых 


=. =... = =0. 


Через Н_ обозначим подпространство пространства Ну», составленное 
из всех векторов, для которых 


= ооо — о. 


Очевидно, что на подиространствах Н, и Н_ квадратичная форма (5, 2) 
не вырождается. Очевидно также, что каждый вектор х из Нь одно- 
значно разлагается в сумму х=х_-2,, где х_ЕН., т, ЕН,. Положим 
х_=©_ (1), т, =, (т). Отображения $_ и $, линейны и Вопр рЫЕНЫ их 
ядра равны соответственно Н, и Н.. 

(В) Пусть Р — подпространство пространства Нк, на котором квадра- 
тичная форма (х, 2) неположительна, т. е. для всякого 5ЕР, ($, 2) < 0, 
тогда размерность подпространства Р не превосходит числа /. Из этого 
непосредственно вытекает равенство (5). 

Из (5, 2) <0 следует, что пересечение Р с Н, содержит только нуль, 
а следовательно, при отображении Ф_ подпространство Р отображается 
линейно, непрерывно и взаимно одиозначно на некоторое подпростран- 
ство из Н_ Таким образом, размерность подиространства Р не превос- 
ходит размерности пространства Н_. 


+ 


1* 
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(С) Пусть Р_— некоторое подпространство пространства Н_ и Р, — 
некоторое подпространство пространства Н., а Р— прямая сумма под- 
пространств `Р_ и Р,, РЕР_:Р,, тогда Р изоморфно` некоторому про- 
странству Ни», описанному в определении 1. 

Пространство Н;. построим так, чтобы размерность Н_ равнялась 
размерности Р_, а размерность Н’, равнялась размерности’ Р., тогда 
пространства Р_ и И” изоморфны между собой; точно так же простран- 
ства Р, и Н. изоморфны между собой. Эти изоморфизмы; вместе взятые, 
порождают изоморфное отображение Р на Н»-. 

ЛЕММА 1. Пусть Р — подпространство пространства Ну, на кото- 
ром квадратичная форма (х, х) не вырождается и имеет один и тот эже 
знак з для всех своих векторов; тогда существует автоморфизм } про- 
странства Н,, при котором подпространство Р переходит в Н., 
ПР ЕНа 

Доказательств.о. Сведем сперва случай бесконечномерного у 
к случаю конечномерного Р. Очевидно, что бесконезномерный случай 
может иметь место лишь при == - (см. (В)). 

Обозначим через О пересечение подпространств Ри Н,. Так как Н,— 
обычное гильбертово пространство, то Н, можно разложить в прямую 
сумму ортогональных между собой подпространств О и Н,. Прямую 
сумму подпространств Н_ и Н, обозначим через Нх, а пересечение Р 
и Н, — через Р’. Очевидно, что Ну, распадается в прямую сумму вза- 
имно ортогональных подпространств Н; и О. Из этого следует, что Р 
также распадается в прямую сумму взаимно ортогональных подпро- 
странств Р’и 0. Так как Р’ имеет в нересечении с Н, только. 0, то 
размерность его не превосходит А, т. е. конечна. Квадратичная форма 
(1, х) на подпространстве Р’не вырождается и имеет знак --. Допустим 
теперь, что существует автоморфизм }’ подпространства Ну, при котором 
Х (Р) СН... Определим автоморфизм } всего пространства Н», как совпа- 
дающий с }” на Н.. и как тождественный на О. Тогда }(Р) СН, и лемма 
доказана. 

Нам остается доказать ее для случая, когда Р имеет конечную раз- 
мерность. 

Допустим, что Р имеет конечную размерность и обозначим через Н: 
подпространство Ф,(Р) гильбертова пространства Н,. Ортотональное 
дополнение подпространства Н” в пространстве ИН, обозначим через А, 
а прямую сумму пространств Н_ и Н” через Ну. Тогда Нх является 
прямой суммой взаимно ортогональных подпространств Ну и. В, причем 
Ну. конечномерно и содержит Р. Допустим теперь, что существует автомор- 
физм |’ конечномерного пространства Ну, при котором Р переходит в Н: 
Автоморфизм ] всего простраиства НИ, определим как совпадающий с |. 
на Н/. и как тождественный на А. Тогда /(Р)=Н., т.е. лемма доказана. 

Таким образом, нам достаточно доказать ее лишь для случая, когда 
Нь.имеет конечную размерность. 
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Допустим, что Н; имеет конечную размерность. В этом предполо- 

жении случаи == -|- и == — вполне равноправны, и мы ограничимся 
рассмотрением лишь того, когда е—= +. . 

Положим ф_(Р)=Н” и ©,(Р)=Н”'. Ортогональные дополнения под- 
пространств Н””и Н’, в пространствах Н_ и Н, обозначим через 5. и 5 
Пространство Нк распадается в прямую, сумму двух взаимно ортого- 
нальных подпространств Ни=Н”-Е ИН” ОЕ 5. : 

Как и в двух предшествующих случаях, мы можем построить надле- 
жащий автоморфизм сперва в подпространстве Н»/, а затем дополнить 


его тождествевным автоморфизмом подпространства 5. Таким образом, 
нам достаточно рассмотреть случай, когда 


9: (ВНР а (6) 


В пространстве Р форма (х, 2) является позитивно-дефинитной; если. 
принять ее за основную метрическую, то форма (®, (2), ф. (2)) будет 
позитивно-дефинитной эрмитовой формой в пространстве Р. 

Выберем в пространстве Р нормальный ортогональный базис е(®), е@),... 
..., е®, в котором эрмитова форма (с, (1), $, (1)) имеет канонический 
вид. Если #=], то мы получаем (е®, е0)) =0, (е®, еб’) =0, а отсюда 
следует, что и (е®, е4)) =0. Здесь е® =е®--е@ (см. (А)). В силу усло- 
вия (6) векторы ©(№,..., е") составляют ортогональный базис простран- 
ства Н,. В силу того же условия те векторы из е@),..., е®, которые 
отличны от нуля, составляют ортогональный базис пространства Н.. 
Линейное пространство, натянутое на пару векторов е@) и е(®, обозначим 
через Н@®). Пространство Нх распадается в прямую сумму взаимно орто- 
гональных подпространств Н@),..., Н®. Допустим теперь, что для 
каждого пространства Н©) существует, автоморфизм /®, при котором 
О (е@)) = я е@), где а@ — число. Определим автоморфизм ], как совпа- 
дающий с ДА на Н®. Мы будем иметь }(Р)СН,—и лемма тем самым 
будет доказана. 

Таким образом, достаточно доказать ее лишь ‘для случая, когда раз- 
мерность Нк не превосходит двух. Одномерный случай вполне тривиз- 
лен, остановимся лишь на двумерном. 

Итак, пусть Н, имеет базис из векторов а и 6, причем (а, а) = —й, 
(6, 6) =1, (а, 5) =0. Единичный вектор из Р обозначим через 4, (4, 9) =1, 
Через р обозначим ортогональный к 4 вектор, удовлетворяющий усло- 
вию (р, р)= —1. Очевидно, что р и 4 образуют базис пространства Но 
Искомый автоморфизм ] пространства Н, определим условиями: 


Кр=а, 1) =5. 


Лемма 1 полностью доказана. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть О— некоторое подпространство простраи- 
ства Нк, на котором квадратичная форма (х, х) не вырождается; тогда 
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существует автоморфизм } пространства Нх, при котором О перево- 
дитея в прямую сумму подпространств Р_ и Р,, где РСН_Р.СН,- 
Из теоремы 1 непосредственно вытекает, что всякое подпространство 
О пространства Н» с невырождающейся квадратичной формой (х, 2) изо- 
морфно некоторому простракству Нь (см. определение 2). 
. Доказательство. Если квадратичиая форма (5, 2) имеет один 
й тот же знак для всех векторов из О, то утверждение теоремы 1 сле- 
дует из леммы 1. Откидывая этот случай, построим в.подпространстве () 
максимальную систему е(), е2),..., е*) векторов, удовлетворяющую 
условию 


(®, 9) = 4. _@) 


`Так как в подпространстве О имеются векторы х, для которых (х, 2) < 0, 
то один вектор 6), удовлетворяющий условию (7), всегда найдется. 
Если среди векторов ЕО, ортогональных к е(), вновь существуют такие, 
что (2, 2) < 0, то найдется и второй вектор е®. В силу предложевия (В} 
процесс этот не может продолжаться неограниченно и потому макси- 
мальная система векторов,' удовлетворяющих условию (7), существует. 

Линейную оболочку максимальной системы е®,..., е) обозначим 
через О_. Квадратичная форма (х, 2) на подпростравстве ()_ не выро- 
ждается и имеет знак —; таким образом, в силу леммы 1 существует 
автоморфизм }’, удовлетворяющий условию }’(0_)=Р_СН.. 

Положим |’ (0) =0’. Пересечение (’и Н, обозначим через Р’. Орто- 
гональные дополнения подпространств Р_ и Р, в пространствах Н_иН, 
обозначим через Н’и Н',. Теперь пространство Нк разложено в пря- 
мую сумму двух взаимно ортогональных подпространств (РР) =Р’ 
и (Н.Н) =Н.. Первое слагаемое Р” входит в 0’, а потому О’ раз- 
лагается в прямую сумму пространства Р’и пересечения А пространств 
(”иН’. Легко видеть, что на подпространстве А квадратичная форма (5, 5) 
не вырождается и имеет знак +. Таким образом, в силу леммы 1 
существует автоморфизм ]” пространства Н’, при котором А переходит 
в Н,. Определим автоморфизм }’”’, как совпадающий с |” на Н’и как 
тождественный на Р’. Автоморфизм }’’} =} будет искомым —и тео- 
рема 1 доказана. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть 0 — подпространство пространства Нь., на кото- 
ром квадратичная форма (х, 1) не вырождается, и 0’ — ортогональное 
дополнение () в Нк; тогда на 0’ квадратичная форма (х, 1) также 
не вырождается и Ньк распадается в прямую сумму подпространств 
ОХ. 

В частности, это означает, что возможно ортогональное проектиро- 
вание из пространства Н» в подпространство О. Сверх того, О. веть 
ортогональное дополнение 0’. 

Доказательство. В силу теоремы 1 существует автомор- 


физм } пространства Нь, при котором 1(0)=Р=Р_-Р,, причем. 
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Р.СН., Р.С Н,. Ортогональные дополнения подпространств Р_ и Р, 
в подпространствах Н_ и Н, обозначим через Р’и Р’. Тогда простран- 
ство Нк распадается в прямую сумму взаимно ортогональных подпро- 
странств Ри Р’=Р’ --Р,,. Очевидно, что на Р’ квадратичная форма (5, 1) 
не вырождается. Автоморфизм /‘ переводит подпространство Р в 0, 
а подпространство Р’— в некоторое О’и Нк„=О- 0’. Теорема доказана. 


$ 2. Линейные операторы в пространстве Н» 


Так как линейное пространство Нь является банаховским, то нет 
надобности для него определять понятия линейного функционала и ли- 
нейного оператора; нужно только заново просмотреть те ‘факты тесрии 
операторов в гильбертовом пространстве, которые связаны © понятием 
скалярного произведения. Здесь обнаруживаются некоторые существен- 
ные отличия, составляющие основной интерес. 

Тождественный оператор будем обозначать через Ё, Ех=х. Область 
определения © линейного оператора А будем всегда считать всюду 
плотной в Нк. 

Линейный оператор А будем называть сим метрическим, если 
для всяких двух векторов х и у из его области определения 


(Ах, у) Е (т, Ау). (1) 


В отличие от обычной теории, симметрический оператор в Н; может 
иметь комплексные собственные значения, а также непростые элемен- 
тарные делители. Число тех и других связано сильными ограничениями 
с числом К благодаря соотношению (В) $ 1. 

Говорят, что вектор х принадлежит собственному значению ) опе- 
ратора А, если еуществует натуральное число г, при котором 


(А-^Е)+=0. (2) 


Множество всех векторов, принадлежащих собственному значению ) 
оператора А, составляет линейное многообразие в Нь, и называется 
собственным многообфазием числа ^ для оператора А. 

(А) Пусть \ -Е в; тогда векторы 5 и у, принадлежащие собственным 
значениям Х и и симметрического оператора А, ортогональны между 
собой, или, что то же самое, собственные многообразия 5) и 5» орто- 
гональны между собой. В частности, когда Х = №; причем ). комплексное, 
собственное многообразие 5, ортогонально самому себе, т. е. квадра- 
тичная форма (5, 2) обращается на нем тождественно в нуль и, следо- 
вательно, размерность 5» не превосходит К ($ 1, (В)). 

По предположению 


(А-\Еу’х=0, (А-ЬЕу=0. (3) 


Требуется доказать, что (2, у) =0. 
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Будем доказывать это предложение индуктивно По числу г-+5; 
считая, что г> 0; $>0. Для г 5=0 оно очевидно. Положим 


‘(@—^в)а=®, (4) 
(А-ьЕВ)у=у’. (5) 
"Тогда в силу (3) 
(ААву-ии =0, (Ау о, (6) 
(А ХЕух=0, (А=ьЕ) у’ =0. (7) 


В силу предположения индукции из (6) следует (х’; у) =0, а из (7) 

вытекает (х, у’) =0. Умножая соотношение (4) справа скалярно на у, 

а соотношение (5) слева скалярно на х, получаем 

((А—^Е) х, у) = (2, у) =0;. (8) 

(х, (А—ьЕ) у) = (т, у’) =0. (9) 

`Вычитая (9) из (8) и принимая во внимание симметрию А, получаем 
(Х—ь) (2, у) =0, т. е. (7, у =0. 

Предложение (А) показывает; что собственное многообразие комп- 
лексного с обственного значения ^ является конечномерным пространством- 
Этого нельзя утверждать относительно действительного собственного значе” 
ния а, однако оказывается, что непростые элементарные делители 
сосредоточены в конезномерном подпространстве многообразия 65%, 
а число их и порядки ограничены в зависимости от числа К. 

(В)* Пусть 5.,-— собственное многообразие действительного собствен-| 
ного значения а`гамкнутого симметрического оператора А в простран- 
стве Нь. Тогда 5. замкнуто в Нк и его можно разложить в прямую 
сумму двух в:аимно ортотснальных инвариантных относительно А 
подпространств 5 и 5’; где 5 имеет конечную размерность, а 5’ 00-. 
ставлено из собственных векторов оператора А, причем квадратичная 
форма (5,1) нс вырождается и положительна на 65’, так что 5” есть 
гильбертово пространство. (Заметим, что если 5, само имеет конечную 
размерность, то можно считать, что 5 = 6%.) 

На конечномерном подпространстве 5 оператор А имеет следующие 
свойства. Обозначим элементарные делители оператора А на 5 через 2, 
р,, ..., Ог, а их порядки — соответственно через @4,, 4,,..., 4,, тогда 
зисло непростых элементарных делителей каждого данного порядка 
является ин вариантом оператора А и числа а. Далее, если положить 


5-У [*] . ([%] — целая часть от о : (10) 


то существует в 5 подпространство Ра размерности р(х), на котором 
квадратичная форма (5, 2) тождественно обращается в нуль и, следо- 
вательно, р (9) < ($ 1, (В)). 


*) Предложение (В) и теорема 3 в дальнейшем не используются. 
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При доказательстве предложения (В) мы будем считать, что «=0. 
Это не налагает никаких ограничений, просто вместо симметрического 
оператора А следует рассматривать симмэтрический оператор А — «Е. 

Если 5.=5., имеет конечную размерность, то положим 5=5.. 
'Если 5, бесконечномерно, то обозначим через 5 множество всех 
векторов х из 5., для которых А’т=0. Имзэм 5 С 5, =4, 2, 

Пусть РС О два линейные многообразия; индексом Р в 0) будем 
называть максимальное число вокторов из О, линейно независимых 
относительно Р. Езли индекс Р в О конэчен и равен г, то в О суще- 
ствует линейное многообразие А размерности г такое, что 0 распадается 
в прямую сумму Р и ИД, 0=Р+ В. 

Покажем, что индекс 5 в 5. не прэвосходит К и, следовательно, 
конезчен. 

Пусть В —такое линейноз многообразие из 5, что пересечение 
5 и В содержит лишь нуль. Тогда АВ С-5!, причем отображение А! 
линейно и взаимно однозначно на А, так что АН имеет ту же размер- 
ность, что В. Пусть, далее, уЕА и хЕ5.. Тогда 


(т, 41) = (Ах, у) = (0, у) =0 


и, следовательно, пространство 5! ортогонально к А'А. Так как 
АЙС 5!, то, в частности, АВ оргосональн>о самому себе и потому 
размерность А'В не прэвосходит К ($ 1, (В)). 

Пусть {— натуральное число такое, что 5-1 отлично от 5:. Об- 
означим через А{ конечномерное пространство из 5: такое, что 5. = 
— 51-1 В. Тогда отображение А взаимно однозначно на А, и пере- 
сечение 5? и АД! содержит лишь нуль. Благодаря этому 5:-! можно 
так разложить в прямую сумму 51-1 = 5-2 Л. 
Продолжая этот процесс дальшо и полагая А!=51, получим "такую 
последовательность 

а Я. 


0? 


(11) 


что 5: является прямой суммой членов последовательности (11), причём 
АОН Ея 
{ 


Положим ЕЯ =: 1=1,2,.., ЕН Тогда 0:С В*. Из этого 


следует, что можно составить прямую сумму: 


: . ь т 
р 0-01... 0. 


Покажем, что на Р: квадратичная форма (х, 2) тождественно равна 
нулю. Для этого достаточно показать, что пространства (©, и (} орто- 
гональны между собой при произвольных # и ], не превосходя- 


ГА 
щих [ з | 5 
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Будем считать, что &<] и пусть 260:, УЕО{. Тогда х=А%, 
у= А’у' 
а о 


Таким образом, размерность Р} не превосходит К и, в частности, 
мы видим, что {< 2-1. Таким образом, последовательность 91, 5%, ... 
...5(, ... стабилизируется на конечном номере, и мы можем считать, что 
за { принято максимальное число, для которого 5! не совпадает © 5,71. 
Если индекс 5*-! в 5’ обозначить через г, то размерность А* равна гу, 
и мы получаем в многообразии 5, подпространство Р! размерности 


1 
те -Н ... ЕТ ... Е | причем на Р квадратичная форма 
(х, х) тождественно равна нулю. 
Пусть 2’ — вектор из А&, не принадлежащий к АА:т!. Тогда векторы 
Ах,.... АГ линейно независимы. Линейную оболочку этих век- 
торов обозначим через М. Очевидно, что пространство №. инвариантно 
относительно А, и 4 и на /\„ единственный элементарный делитель 


порядка 1. Пусть 2, у, 2',...— максимальная система векторов из АХ, 
линейно независимых относительно АА; тогда совокупность всех 
пространств вида Л, №, №. ,.... Е=1, 2, ..., & составляет разложе- 


ние в прямую сумму пространства 5,. Из этого видно, что число эле- 
ментарных делителей порядка : преобразования А пространства 5, равно 
о о 
Из последнего Е 


а а 


Таким образом, 


что совпадает с соотнощением (10). 

До сих пор доказательство велось без предположения замкнутости А. 
Здесь благодаря тому, что размерность 5, может быть бесконечной, 
употребление понятия элементарных делителей предотавляется не вполне 
обоснованным, хотя, конечно, при той сравнительно простой структуре, 
которую имеет оператор А на к теорию ео делителей можно 
было бы развить без большого труда. у 

Допустим теперь, что оператор А замкнутый. Так как 5! составлено 
из собственных векторов оператора А для соботвевного значения 0, 
линейное многообразие 51 замкнуто. и является подпространством про- 
отранства Н,. Ввиду ‘того, что индекс 5! в 5, конечен, многообразие 
5, также является подпространством в Въ. 

Выберем теперь в Нь какие-либо координаты и обозначим через 5” 
пересечение .5: с Н,. Очевидно, что квадратичная форма (5, 2) не вы- 
рождается на 5’ и имеет постоянный знак --, ибо так обстоит дело 
для Н...В силу теоремы 2 пространство Нь разлагается в прямую 
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сумму подпространства 5’ и некоторого подпространства Н». Если 
обозначить через. 5 пересечение 5, с Ну, то очевидно, что бое 5А 
Так как 5’ инвариантно относительно преобразования А, именно 
Аб’ = {0}. то и пространство Ну также инвариантно относительно А, 
а отсюда следует и инвариантность 5. Теперь мы можем провести для 5 
все построения, проведенные ранее для 5.. Важным различием является 
лишь тот факт, что размерность 5" конечна, ибо пересечение 5* с И, 
содержит лишь нуль. Так как индеке 5 в 5 конечен, то и размерность 
всего 5 тоже конечна. Ввиду этого применение элементарных делителей 
к пространству 5 не требует теперь уже никаких дополнительных 
разъяснений, и полученные выше для 5, соотношения, примененные 
к 5, дают полное доказательство предложения (В). 

Итак, предложение (В) полностью доказано. 

Суммируя результаты; данные в (А) и (В); мы можем формулиро- 
вать теорему: 

ТЕОРЕМА 3. Пусть * — собственное значение симметрического опера- 
тора А; действующего в пространстве Ну. Если № невещественно, 
то через в(*) обозначим размерность собственного многообразия чис- 
ла }.. Если \ вещественно, то через в(\) обозначим число; введенное 
в (В). При вещественном %, число р(\); очевидно, равно нулю, если все 
собственное многообразие его составлено из собственных векторов. т.е. 
в том случае, когда все элементарные делители; принадлежащие 
к собственному значению №, просты. Выберем теперь произвольную 
систему собственных значений \№,;№,, ...,Х^п такую, что она не содержит 
двух сопряженных между собой. В частности, за эту систему можно 
взять совокупность всет собственных значений с неотрицательной мни- 
мой частью. Тогда 


в (ЕР (^,)-... 2 (и) < К. 


Доказательство. При комплексном ^ обозначим через Р) соб- 
ственное многообразие числа ^. При вещественном ^ за Р.; примем то 
пространство, на котором в силу (В) кзадратичная форма (5,5) то- 
ждественно обращается в нуль. Тогда размерность Р» равна 2 (^). Пря- 
мая сумма всех пространств РЯ Л=^,, №» .... Аи, Дает некоторое про- 
странство Р, на котором квадратичиая форма (7, 2) тождественно 
обращается в нуль, ибо в силу (А) и (В) каждое Р»; ортогонально 
каждому Р.‚, включая и случай =]. Таким образом, в силу предло- 
жения (В) $ 1, размерность Р не превосходит А. 

Итак, теорема 3 доказана. 

Для пространства М, теорема 3 заменяет предложение о том, что 
симметрический оператор в гильбертовом пространстве имеет только 
действительные собственные значения и допускает лишь простые эле- 
ментарные делители. 
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Дадим теперь определение эрмитова оператора применительно к про- 
странству Нк, сделав предварительно некоторые замечания. 

(С) Если Г — линейный функционал, дейэтвую цяй в пооотран стве 
Нк, то существует такой вектор { из Нк, что Гл=(т. 0) при любом 
ХЕНь. 

Так как линейные операции и сходимобть определены в Нь точно 
так же, как в гильбертовом пространстве, то существузт последова - 


тельность чисел И(,..., 4, (а, ... 60 сходящейся суммой квадратов 
модулей такая, что 
Гей... Е тк жи... (12) 
при произвольном ЕН». За координаты вектора. примем теперь 
числа —/,..., —, +, ... Тогда соотношение (12) запишется в фор- 
ме Гл = (х, 1). 
(0) Говорят, что последовательность 2", 1*,..., 2”,... элементов из 
Нк слабо сходится к 2,4”—><, если Пт (х”, у) = (5, У), или, зто 
п>с 


то же, 1 (у, 2”) = (у, 2) при всяком УЕНь. Так же как и`в случае 
по 


гильбертова пространства, для слабой сходимости достаточно выполне- 
ния одного из указанных соотношений при УЕМ, где М — множество, 
всюду плотное в Нх. 

Определение 3. Пусть А — линейный оператор в Нх с всюду 
плотной областью определения Зи уЕН,. Может случиться, что для 
всякого ЕО имеет место соотношение 


(Ах, у) = (<, 8): 


Множество всех у, удовлетворяющих условию (13), обозначим через 
9* и положим 2 =А”у. Так как множество © всюду плотно в Нь, то 
соотношение (13) однозначно определяет 5 и потому А” является ли- 
нейным оператором с областью определения ©”. Оператор А” назы- 
вается сопряженным с А. Если 4”=А, т. е 9’=Ои А*х= Ах для 
всякого хЕ®, то оператор А называется эрмитовым. 

(Е) Пусть Аб—оэрмитов оператор с областью определения ЭС Н; 
и 7,1, ....У”,... такая последовательность элементов из ®, что 
у" —>у, Ау” — 2 (см. (О)); тогда уЕ@ и Ау=д. 

Для всякого хЕ® 


.(13) 


(4, 9) = Вт (42 у") = Вт (2, 49°) = (©, 5), 


п->со 


т.е. (4%, )=(5,2), и в силу того, что оператор А —эрмитов, это 
означает, что уЕ®, Ау=.. 

Как обычно, линейный оператор А, действующий в Нь, будем на- 
зывать непрерывным, если область его определения совпадает с Ни из 
д” => следует Ах” => Ах(=> означает сильную сходимость). 
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(Г) Непрерывный эрмитов оператор Р будем называть проекти- 
‘рующим, если Р*=Р. В предположении, что Р— проектирующий 
оператор, обозначим через Н’ множество всех векторов вида Рх, гце 
ФЕН». Оказывается, что И” является подпространством пространства 
Нк, на котором квадратичная форма (5,2) не вырождается. Ортого- 
нальное дополнение к Н’ в Нь. обозначим через Н”; тогда, при 
2’ ЕН’, ИЕ”. имеем 

РЕ о (14) 


Очевидно, что ‘условиями (14) оператор Р определен однозначно через 
пространство Н’. Если исходить из заданного подпространства Н’ 
с невырождающейся квадратичной формой (5,2) и обозначить через Н” 
его ортогональное дополнение, то соотношения (14) определяют проек- 
тирующий оператор Р. Проектирующий оператор Р и подпространство 
Н’ будем называть взаимно соответствующими. 

Множество Н’, определенное как совокупность всех векторов вида 
Рх, очевидно, является линейным многообразием в Ньх, но оно также 
и замкнуто. Действительно, если хЕН’, то Рх=х, и, наоборот, если 
Рх=х, то ХЕН’. Таким образом, Н’ можно определить как совокуп- 
ность ‘всех векторов ХЕНь, для которых Рх==х, а это соотношение, 
в силу непрерывности оператора Р, определяет замкнутое множество 
в Н,. Покажем теперь, что на Н’ квадратичная форма (х, 2) не вы- 
рождается. Если АЕЙН’— такой вектор, что при произвольном 2ЕЛ', 
(х, п) =0, то при произвольном векторе уЕНьк 


(у, ®) = (9, РВ = (Ру, В = (2, №) =0. 


Так как на пространстве Н; квадратичная форма (5,2) не вырож- 
дается, то й=0. Ортогональное дополнение к Н’ в Нь обозначим 
через Н”. Если 2”ЕН” и %ЕН,, то (Рх", 2) = (2", Рлх)=0, т. е. Рх"=0. 
Наоборот, если Рх=0 и х’ЕН’, то (2, х’) = (х, Рх’) = (Рх, 1’) =0, т. е. 
хЕИ". Таким образом, подпростренство Н” определяется как совокун- 
ность всех векторов 5 из Н», для которых Рх=0. 

Если Н’ есть подпространство пространства Н», на котором квад- 
ратичная форма (5, 2) не вырождается, ‘и Н”— ортогональное дополне- 
ние Н’в Пк, то соотношения (14), очевидно, определяют проектирую- 
щий оператот. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть А—эрмитов оператор с областью определения 
оСИ,. Н"С 9 - некоторое конечномерное подпространство простран- 
ства Нь с невы рожюдающейся квадратичной формой (т, 2) и Н’ — орто- 
гональное дополнение Н" в Н». Через Р обозначим проектирующий опе- 
ратор, соответствующий подпространству Н’. Тогда оператор реЕРАР 
тоже эрмитов и имеет, своей областью определения 9. Если оператор В 
рассматривать на подпространстве Н’, то на нем они тоже яв- 
дяется эрмитовым и имеет своей областью определения 9' = [] М’. 
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Доказательство. Все относящееся к И’ будем отмечать знач- 
ком ’, а относящееся кН значком ”. Таким образом, оператор В, 
рассматриваемый на Н’, будем обозначать через ВХ. 

Так как Н"С@, то ®=Н"-- 9’. Из этого и из того, что @ всюду 
плотно в Ну, следует, что 9’ всюду плотно в Н’. Областью опре- 
деления оператора В’ является множество Я’. Покажем, что сопря- 
женный к В’ оператор В”” имеет ту же область определения и совпа- 
дает с В’ на ней. Этим самым будет установлена оэрмитовость опера- 


тора В’ в А’. 
Нусть у’ — такой вектор из ИН’, что при произвольном 2’Е 9’ 
св. 7) =@5 д (15) 
Из этого соотношения следует 
(РАРх’, 9’) =(Аз’, у) =, 2). (16) 


Если х"ЕН”, то (Ах”, у’) является линейным функционалом вектора 5" 
в Н", ибо Н”С. 9. Такйм образом, 
. х. Е 

(Аи, (@, =) (м КС). | (17) 
Складывая (16) и (17), получаем 

(А (2 - =’), у”) = (2-х, 2-2”). 
Иначе это можно переписать в виде: (Ах, у’) =(х, 5), где х— произ- 
вольный’ вектор из ®. В силу ормитовости операто ‚а А из последнего 
соотношения следует у’ЕЯ’. Тогда из (15) ватекает (В’%’, у’) = 
= (РАРх’, у’) = (х’, РАРу’) =(х’, В’у’) и, следовательно, ормитовость 
оператора В’ доказана. 

Рассмотрим теперь оператор В. Областью его определения, как 
легко видеть, является 9. Пусть у— такой вектор из Н», что для произ- 
вольного хЕ® имеем (Вх, у) = (х, =). Иначе это можно переписать ‘так: 

(РАР(и’ а"), уу) (Аа, у), (м, =). 
При у’=0 мы получаем соотношение (16), из которого мы уже раньше 
вывели, что у’Е9’, но так как Н"С@, то у=у’ Ру’Е®. Из этого, 


далее, следует 


Таким образом, теорема доказана. 


$ 3. Эрмитовы операторы в пространс» ... 1. ^ 


В этом параграфе устанавливается главное специфическое. свойство 
эрмитова оператора в Нх(Ё > 0) — существование собзтвенных значений 
(см. основную теорему). 

При проведении доказательства основной теоремы некоторые детали 
его, характера лемм, будут помещены не впереди доказательства, 
а после него, для того чтобы основной ход рассуждений сделать более 
отчетливым. 
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ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА. Пусть А—эрмитов оператор с областью 
определения ®СНь. Тогда в Ни, существует инвариантное подиростран- 
ство Г размерности К, квадратичная форма (т, 2) на котором неполозжи- 
тельна, т. е., для каждого хЕ ТГ, (т, 2) < 0 (см. определения 1 и 3). Сверх 
того, все собственные значения оператора А в [ ииеют неотрицатель- 
ную мнимую часть. 

Доказательство. В иространстве Нх выберем такие координаты, 
при которых Н_ содержится в ©. Это всегда можно сделать. Действи- 
тельно, допустим, что в Н,. взяты произвольные координаты и е|, е,... 
....@к— базис пространства Н” при этих координатах. Так как © всюду, 
плотно в Нь, то для каждого вектора е› найдется сколь угодно близ- 
кий к нему вектор ер Е. Линейную оболочку векторов с!’, ©’, ...,е/ 
обозначим через Н_. ЕРвиду близости каждого вектора еь к е› квадра- 
тичная форма (5х, 2) не вырождается на Н_ и имеет постоянный знак 
минус. Ортогональное дополнение к Н_ обозначим через Н,. Рыбирая 
в Н. и Н, произвольные ортогональные координаты, мы получим 
желаемую систему координат в Н,;. Нормальный ортогональный базис 
в Н_ составим из некоторых векторов, ©,,е 


бы. ба. Итак, 


в, вы) == — Оо ЕО РЕБ Ск 9-й. (1) 


В основу всего дальнейшего построения будет положено расщепле- 


ние пространства Н‚ в прямую сумму Н_- Н,. В соответствии с этим 
каждый вектор из Нх запишем в форме 


к 
с ж= У сре т, СЕН. ПЕН (2) 
р=1 
Проектирующие операторы, соответствующие подпроотранствам Н_и Н,, 
обозначим через Р’ и Р (см. $ 2). Пусть] 


Р=Р’АР’, У=РАР. (3) 


Здесь Р—ормитов оператор, действующий в Н_, а И—эрмитов опера- 
тор, действующий в Н,, область определения которого ®’=9 ПА, 
(см. теорему 4). Мы имеем 


А= (Р-Р) А(Р-ЕР”)=У--Е--РАР’--Р’АР. (4) 

В силу (4) ` 
Аер= Рер— ир= У, Леа — ив, ИрЕН,,, (5) 

а=1 
Ах—=Уз-Р’4х, Р’Ах=уЕН_, ЗЕН.,. (6) 


Вектор у, принадлежащий Н_, можно записать в форме 
К 


у= 21 — (9, ер)6ь, (7) 


р=1 
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что проверяется умножением справа на ез (см. (1)). Эрмитовость опе- 
ратора А дает (Ах, ер) = (х, Аер). На основе соотношений (5) и (6) послед- 
нее можно переписать так: 
(Ч; еь) = — (2, р). 
Таким образом, соотношение (6) получает вид 
К 
Аз = Уз У (5, ир)еь. (8) 
р=1 
Объединяя (5) и (8), мы на основе (2) окончательно получаем 
К К Е 
. %) 
А (с 2) = о Грабреа- У, (2, а) еа-НУз— У срир. (9) 
р,4=1 а=1 р=1 
Поставим теперь перед собой задачу отыскания собственного вектора 
«1 оператора А, А(с-+ 2) =^(-2. Это соотношение в силу (9) можно 
записать так: 


к 
№ Траср-{ ($, а) = №са› (10) 


р=1 
К 


Уз ЖЖ срир= Ах. (11) 
Р=1 

Будем пытаться решить систему уравнений (10) и (11). Для этого 
введем в рассмотрение резольвенту А, эрмитова оператора Г! в про- 
странстве Н,. Резольвента эта определена для всех комплексных (не- 
действительных) значений ^, так как Н, представляет собою обычное 
гильбертово пространство, а У — обычный эрмитов оператор, действую- 
щий в нем. Приводимые ниже вычисления носят эвристический харак- 
тер — и потому не нужно смущаться размышлениями о том, имеют ли они 
семыел при всех входящих в них значениях величин. Уравнение (11) 


перепишем в виде 
| й 


2 У СН. (12) 
р=1 
Подставляя выражение ‘для х из последнего в (10), получаем 
к к 
№ раб > (Влир, Ча) ср = №са. (13) 
р=1 р=1 
Неизвестными в этом уравнении являются Х и координаты бов 
вектора с. Операторная функция А, параметра ^, векторы и, и,, .... Ик 
и матрица || [ра | определяются оператором А и выбором координат в Н,.. 
В отношении чисел с,,с.,....ск уравнения (13) представляют собой 


систему однородных линейных уравнений, и тля того, чтобы она имела 
нетривиальное решение с 0, необходимо, чтобы детерминант этой 
<истемы обращалея в нуль, т. е., чтобы 
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| Тра В (Влир, иа) 2 бра =. (14) 


Если последнее уравнение имеет невещественное решение ), то оператор 
В, определен для каждого вектора из Н, и, в частности, для всех век- 
торов и,, и,,.... и». В отом случае все вычисления можио обратить, и мы 
найдем собственный вектор сх, с = 0, оператора А с невещественным 
собственным значением ». Наоборот, если оператор А имеет собственный 
вектор с--х с невещественным собственным значением )., то все проде- 
ланные нами выкладки имеют смысл и вектор с отличен от нуля, так 
как вектор х, имеющий положительный квадрат (5х, 2), не может быть 
собетвенным для комплексного собственного значения ^ ($ 2, (А)). 
Таким образом. если оператор А имеет невещественное собственное 
значение, уравнение (14) им действительно удовлетворяется. 

Легко привести пример эрмитова операгора А даже в конечномерном 
пространстве Нь, все собственные значения которого вещественны. Таким 
образом, уравнение (14) может вовсе не иметь комилексных решений. 

Рместо уравнения (14) мы будем рассматривать уравнение 


[Гра + (В мо, ца) - гзра — Ара | = 0, | гра |=, (15) 


тде Е — позитивно-дефинитная эрмитова матрица. 

Ниже будет показано (см. лемму 1), что уравнение (15) имеет ровно 
К корней с положительной мнимой частью. Корни эти могут быть, 
однако, кратными, и потому вместо уравнения `(15) мы расемотрим 
уравнение | 


| ра + (Влир, ца) + 12ра — бра [=0; (16) 


где С = || Вр ||, так же как ранее Ё, — эрмитова матрица. Ниже будет пока. 
зано (см. (А)), что можно найти матрицу С, произвольно близкую 
к матрице Р, и произвольно малую матрицу Е, так что уравнение (16} 
уже не имеет кратных корней с положительной мнимой частью. Корни 
уравнения (16) обозначим через ^,, ^,,..., к; все они различны и имеют 
положительную мнимую засть. 

Рассмотрим теперь систему уравнений, аналогичную (13): 


Ё К 


Ё 
к Врабр о (Али, ша) ср 1 Я Фра(ь = №гба. (17) 


р=1 В=1 р==1 


Система эта имеет нетривиальное решение относительно вектора с, кото- 


рое мы обозначим через /,. Коорлинаты вектора }, пусть будут 1; [таз -.2 
...,: Введем далее вектор 
. 
К 
З ’ 
И ИА»сь, В о 1ерйр. (18) 
р=1 


Последнее имеет смысл, так как ^, невещественно. Связи между введен- 
ными величинами мы можем теперь записать так: 
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7: 


Ср- У (Вс, ша) ар =, (19) 
ых ‚1 
С}, Ба у (у. и и.) 4 | -Е]. = ый Ао (20) 
4=1 
К 
Ту. У (7, ер) и = ^,У,. (21) 
В=1 


Системы уравнений (19) и (20) при учете уравнения (21) равносильны. 
Дальнейшая наша задача заключается в том, чтобы, переходя к пре- 
делу при Е->Ои С->Р, получить из векторов }.-у,, г=1,2,..., К, 
инвариантное подпространство Г. 
Для дальнейших вычислений потребуются следующие основные свой- 
ства резольвенты эрмитова оператора в гильбертовом пространстве: 


,—В.-0.—В) АВ, (22) 
(Вах, у) =(х, Вху), так что (Вх, у) =(Влу, 2). (23) 
Умножая соотношение (19) справа скалярно на вектор ],. получаем 
(С/,, №.) Я (Во, 53) Ре ^, (Р, 1: = (ЕД, К (24) 


Заменяя в состношении (19) индекс г индексом $ и умножая получен- 
ное слева скалярно на вектор },, мы на основании (23) находим: 


(2 С}, Е (ао, ;) =^, О 7.) г с (= у.) (25) 
Вычитая из соотношения (25) соотношение (24), получаем 
(= Ву) 5, Ре - О: Е 2: (Е},, 1,). (26) 
В силу (22) и (23) 
(Аз, Во.) = и — (® ) }:) : К ‚). (27) 


Последнее соотношение можно И в виде 


(у, у.) = И — 1). (28) 


Соотношение (28) ‘во всем гота играет основную роль. Пере- 
нишем его в несколько ‘иной форме. Пусть 4,, 4,,..., @; — произвольные 
комплексные числа. Положим 

К К 
; у 
= ь И — > ау: (29) 
г=1 ‚ 
Здесь У пока еще не оператор, так как У4 пе определяется самим век- 
тором 4, но задается числами 4,,4,,...,4ь, которые, быть может, ве 
определяются вектором @, ибо мы еще не знаем, что векторы [,, р,,.. 
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.../” линейно независимы. Умножая соотношение (28) на 4,4, и сумми- 
руя по ги $, получаем 
р 
Е и 
(та, уа) = —(а, а)+ У Е (Е а,},, а.},). (30) 
№ 
Ниже будет пскагано (см. (В)), что при тех предположениях, 
которые нами сделаны относительно входящих в рассмотрение величин, 
имеет место неравенство 
К К 


Г тя К <. о 
Я т- (4.1, 4 <-8>44, @>0. (31) 
В г 1 
Покажем теперь, что векторы Ё, ]., ..../к линейно независимы. До- 
пустим противоположное. ‘Тогда существуют такие числа 4,, 4,,..., 4х, 


не обращающиеся одновременно в нуль, что 4=0 и в этом случае 
из (30) и (31) вытекает невозможное неравенство 
К 
(тазу < эм а. аь 


г=$ 


. 


(82) 


Ввиду линейной независимости векторов },, /›, ..., х всякий вектор 
4 из Н_ может быть выражен в форме (29), причем числа 4,,4,,..., Ч». 
однозначно определяются вектором 4. В силу этого У есть линейный 
оператор, определенный на пространстве Я.. 

Так как УАЕН, и Н, — обычное гильбертово пространство, то 
| Уа || *= (74. Уа). Вследствие того, что 4ЕН_ и Н.-— конечномерное 
пространство с невырожлающейся отрицательной квадратичной формой 
(4, 4), то |а|*= — (а, 4). Из соотношений (30) и (34) мы получаем] 


|[Уа| < 14|. (33) 


Пользуясь оператором У, перепишем по-новому соотношение (20). 
Для этого помножим его на 4, и просуммируем по г: й 
К К | 
са- У (Та, в) е. 51а = У, 1, а, },. (34) 
1 г=1 
(Стоящее в правой части последнего соотношения выражение линейно 
зависит от чисел 4,, @,, ..., Ч4к и мы будем трактовать его как резуль- 
тат применения оператора Л к вектору 4: 
К 
да= я ^, Ч,» А}. = 


т=1 


2... (35) 


Оператор Л дает отображение пространства Н_ в себя. Соотношение 


(34) переписывается теперь в виде 
№ 


са-- У (Та, и} «-- га = ла. (36) 


4=1 
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Из соотношений (33) и (36) следует важное неравенство 
44| < С] 4]. (37) 


Здесь положительная констанга С при заданном операторе А и выбран- 
ных в Н.. определенных координатах зависит лишь от матриц С и ЕЁ, 
но остается ограниченной, когда элементы этих матриц ограничены. 
Из (35) следует, что собетвенные значения \ равны ^,, }.,, ..., ^к; 
числа же эти все имеют положительную мнимую часть. 
Пользуясь операторами У и Л, мы можэм записать соотношение (21) 
в виде ; 


Е 
ТУ, У (рр, = УД}. (:8) 


р=1 


Умножая последнее на 4, и суммируя по г, получаем 
К 
УУа-- У (а, ер) и, = Ла. (39) 
Р=1 
Вепомним теперь, что построенные нами операторы У и А зависят 
от матриц С и Е, значения которых до сих пор почти ничем не были 
ограничены. Выберем последовательность значений Е ,..., Еб®,... мат- 
рицы Е, сходящуюся к нулю, и такую последовательность матриц 
С@,..., <®,..., сходящуюзя к РЕ, чтобы уравнение (16) н> имело крат- 
ных нулей в верхней полуплоскости переменного.» ни при каком п, 
Соответственные значения операторов А и У обозначим через А и У» 
Неравенство (33) показывает, что норма вектора У (Фе меньше единицы, 
а потому из последовательности У е,, п =1, я .... можно выбрать слабо 
сходящуюся. Точно так же в силу неравенства (37) из последователь - 
ности векторов Ле, п=1,2,..., можно выбрать сходящуюся под- 
последовательность. Так как векторов е› имеется ровно А, то, произ- 
водя последовательные выборки, мы придем к такой подпосл-дователь - 
ности 


По т 


натурального ряда 1, 2,..., для которой 

У» ер — Сер, Айе, —> Ме О (40) 
Ввиду того, что векторы е,,е,, ...ех составляют базис пространства 
Н_, соотношения (40) можно записать в виде 


Ува = 74, А (т) @—> Ма. (41) 


Так как все собственные значения оператора Л имеют положитель- 
ную мнимую часть, то предельный оператор М имеет собственные зна- 
чения с неотрицательной мнимой частью. Ввиду того, что оператор У 
удовлетворяет неравенству (33), предельный опэратор Й также удо- 
влетворяет неравенству 
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[24| |4 ‘или — (4, 4) (@а, #4) 50, (42) 
хотя и имеет место лишь слабая сходимость. 

Теперь в соотношениях (36) и (39) можно произвести предельный 
переход. В соотношении (36) скалярное произведение сходится при слабой 
сходимости первого вектора, а остальные члены не вызывают сомпения. 
В соотношекии (39) все члены, кроме ГУ@, очевидно, схолятся, а по- 
тому и ГУД слабо сходится’ к некоторому вектору. Таким образом. 


в силу (Е) $ 2 оператор ИУ определен на векторе Й4 и слабый предел 
УУД равен ГЙа. 


Итак, 
7: 
Ра - У, (24, и,)е, =Ма, (43) 
9-1 
,: 
ура-- > (Ч, вр)ир=д Ма, (44) 
р=Е 
В силу (9) 
А (а- 24а) = Ма--#ма. (45) 


Множество / всех векторов вида 4-+- 74, где ЧЕН_, составляет, как 
легко видеть, А-мерное подпространство пространства Н». Из пера- 
венства (42) вытекает 

(аа. а 74а) < 0. (46) 


Таким образом, квадратичная форма (5,2) на Г неположительна. 

Соотношение (45) показывает, что подпространство / инвариантгно 
относительно оператора А и рассматриваемый на нем оператор А экви- 
валентен оператору М. Следовательно, все собственные значения опе- 
ратора А ма 71 имеют неотрицател ‘тые мнимые чаесги. 

Итак, основная теорема доказана с точностью до трех отложенных 
на дальнейшее предложений. Перейдем теперь к их доказательству. 

ЛЕММА 1. Пусть В, — резольвента некоторого эрмитова опера- 
тора У, действующего в гильбертовом пространстве Ни, и,, ..., и: — 
произвольная конечная система векторов из Н, б=|8т|, Е=||зра||, 
(р, 9)=1, 2,..., К, —эрмитовы матрицы, последняя из которых пози- 
тивно-дефинитна. Тогда уравнение 


(ра -Н (Вир, ии) | 1=рч— ба |=0 (47) 


относительно }. имеет ровно Ё корней с положительной мнилюй частью. 
Доказательство. Пусть х— действительное число, удовлетво- 
ряющее неравенству О<*<1. Рассмотрим уравнение 


| рай -- {Влзйр, ид) ® + ра — бра | = 0. (48) 


При «=1 уравнение это совпадает с (47), а при «=0 получает вид 
едр —^8ар|=0. Это последнее имеег К нулей в верхней полуплоскости. 
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Доказательство будет заключаться в непрерывном переходе от послед- 
него уравнения к уравнению (47). 

Положим ^==и-- 2. Пользуясь функциями оператора И, мы можем 
дать следующее выражение для резольвенты: 
| УЕ 


Та ЕУЕ" 


Врач НЫ 


У ЕТУ" (49) 


При у>> 0 операторы 65; и Т, ограничены, а последний из них пози- 
тивен. 


Относительно чисел с,.С.. ..., Ск рассмотрим систему линейных урав- 
нений 
ть № К 
й — брабр- “и > (блйр» Иа) сь 4 У (Тлир» ша) ср + 
р р=@ а р=1 
ЗЕ № =рабр = Са Е Уса - (50) 
р=1 


Еели ^ есть решение уравнения (48), то существует нетривиальное 
решение системы (50), — вектор с с координатами с,, с. ..., ск, удовлетво- 


ряющий условию ||с||=1. Положим 
Е 
Е (51) 
р=1 
Умножая соотношение (50) на в. и суммируя по 4, получаем 
а (Сс, сч (5, и) + м (Тли, в) ЕЕ (Ес, ©) =в-ы. (52) 
Выделяя мнимую часть из (52), находим 
у=а (Ти, и) + (Е>, с) (53) 
Таким образом, для корня уравнения (48) получаем 
у = (Ес, ©) >> 0. (54) 


В силу известных свойств резольвенты, при у >> = имеем 
[@ 
(Ви, и) < — при [№ р. (55) 


Здесь С — некоторая положительная константа, а р — достаточно большое 
чиело, 

Зададим теперь в плоскости переменного » область 0, определяемую 
условиями уе, || р’. Из соотношений (52) и (55) видно, что при 
достаточно большом р’ все корни уравнения (48), лежащие в верхней 
полуплоскости, принадлежат области 0; в частности, они не попадают на 
ее границу. Это справедливо при любом я, удовлетворяющем условию 
0-31. Поэтому чиело корней уравнения (48), ложащих в области 0 ‚ 
пе зависит от %. Число же корней верхней полуплоскости, располо- 
‚кенных вне (И, все время остается равным нулю. Из этого видно, что 
число корней уравнения (48), лежащих в верхней полуплоскости, сов- 
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падает с таковым же для ВАНО |[2= 
это равно К. 

Итак, лемма 1 доказана. 

ЛЕММА 2. Пусть В, — резольвента эрмитова оператора, действую- 


=ра -- ^бра| =0, а для него число 


цего в гильбертовом пространстве Н, и и,, и,,..., их, — произвольная 

система векторов из этого пространства, а М=|ты|, (р, 9) = 

=1, 2, ..., К — произвольная матрица с комплексными элементами. 
Рассмотрим уравнение 

ее | Зз& С 

70.) = |тыа- (ВО, д — 8 |=0. (56) 


Оказывается, что в пространстве всех матриц М существует” всюду 
плотное множество матриц, для которых уравнение (56) не имеет 
кратных невещественных корней. 

Доказательство. Положим 


Т (^)=|| (Вир, и) — 23а ||. (57) 


Матрица 7 (%) является аналитической функцией параметра Х для всех 
его невещественных значений. Матрица эта’не может быть константой, 
так как для некоторых значений матрицы М уравнение (56) имеет в 
верхней полуплоскости ровно А корней (лемма 1). 

Пусть 7.’ — кратный корень уравнения (56) при М= М’. Разложим 
матрицу 7 (^) в ряд по степеням параметра м = (\— ^^): 


Т(^)=А-Вь-...+, А=|ар|, В=| 6 |. (58) 


Здесь В — первый из коэффициентов степеней р», отличный от нуля. 


Минор элемента тр -- ара матрицы М - А обозначим через Мра, тогда раз- 
ложение функции }().) по степеням и примет вид 


71 = АМ... В = ты ав |, 
Е 


А (М)= У ФыМы. (59) 
(р,а=1) 

Здесь степени № более высокие, чем г-ая, не выписаны. О(М)-и А (М) 
представляют собою полиномы относительво комплексных переменных — 
элементов матрицы М. Полином ОЮ(М), являющийся детерминантом, 
неприводим, и так как полином А (М) не делится на полином О (М), 
то пересечение алгебраических многообразий Р(М)=0 и А(М)=0 

нигде не плотно в многообразии О (М)=0 
Имеем ОД(М”)=0; если л (М’)=0, то выберем матрицу М”, произ- 

вольно близкую к М’и такую, чтобы 

ДМ = ОльА (ЕЕ О. (60) 
Из (59) следует, что при М=МмМ” а (56) имеет г-кратный 


корень ^’. При М = М’ кратность корня 7.’ могла быть только больше г; 
если она понизилась, то это значит, что некоторые корни сместились 


с точки }" 
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Существует теперь настолько малое положительное число з, что 
при М =М" в круге |^—^'| <= уравнение (56) имеет ровно г корней 
с. учетом их кратности, а уравнение 

а" 1} (1) 
4171 


ЕЯ | (61) 


ровно одия корень. Корни уравнения (56) все совпадают с ^’; точно 
так же и корень уравнения (61) равен »’. Положение это в части. 
касающейся числа корней, сохраняется и для всех матриц М некоторой 
окрестности О матрицы М”, ибо ]()) непрерывным образом зависит от 
матрицы М. Корни уравнения (56) могут сместиться, оставаясь в круге 
|^—^'|<е, но корень уравнения (61) останется равным ^’. Последнее 
для нас важно. 

Пусть теперь М’”’— такая матрица из П, что РМ’) =0. При 
М =М”” уравнение (56) уже не имеет корней, совпадающих с }^.’, и, 


у 4—1} (1) т 
следовательно, производная —,„„_‚— в этих корнях не обращается в нуль, 


а это значит, что каждый из возникших корней уравнения (56) уже 
имеет кратность, меньшую г. 

Пусть С — некоторая конечная область в плоскости переменного », 
замыкание которой не пересекается с действительной осью. В области С 
может иметься лишь конечное число корней уравнения (56). Если при 
М = М’ максимальная кратность корней уравнения (56), входящих 
в С, равна ‘5, то ова не будет больше и для всех матрац //, входящих 
в некоторую окрестность У матрицы М’. В частности, множество И’ (С) 
всех значений магрицы М, для которых в С имеются лишь простые 
корни уравнения (56), составляет область в пространстве всех матриц И. 
Применяя ко всем корням уравнения (56), расположенным в С, конеч- 
ное число раз описанную выше процедуру смещения корней, мы убеж- 
даемся, что область И’ (С) всюду плотна в пространстве матриц 1. 

Плоскость переменного Х—за выпуском действительной прямой — 
покроем счетной суммой областей С„, п=1,2,..., примененвого выше 
типа. Пересечение И/ всех областей И’ (С„) всюду плотно в пространстве 
матриц М и для каждой матрицы МЕИЙ” все корни уравнения (56) 
просты. 

Таким образом, лемма 2 полностью доказана. 

(А) Если Е — произвольная эрмитова матрица, то существует произ- 
вольно близкая к ней эрмитова матрица С и произвольно малая 
эрмитова позитивно-дефинитная матрица Е, для которых уравнение (16) 
имеет лишь простые корни. 

Пусть Е’— малая позитивно-дефинитная эрмитова матрица: В силу 
леммы 2 существует матрица М, произвольно близкая к матрице 
Е-Е’ и такая, что уравнение (56) имеет лишь простые корни. Полужим 


б=- (М+М), Е= (М М°) (М” сопряжена с М). 
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Здесь С — эрмитова матрица, близкая к Ё, а Е эрмитова матрица, 
близкая к Е’. Так как Е близка к Е’, то Е мала и позитивно-дефинитна. 

ЛЕММА 3. Пусть Н-— унитарное пространство с нормальным 
ортогональным базисом е,,е,, ...,@ь, (р, еа) =, А и В—эрмитовы 
позитивно-дефинитные операторы: 


К Х 


= Вх 
Аер= У браба» Вер= У быеа 


а=1 а=1 


и, наконец, },, Т,,..., }: векторы из Н, камедый из которых не 
равен нулю (они могут} быть линейно зивисимыми). Тогда матрица 
В = || ара (В/р, /а)|| эрматова и позитивно-дефинитна. 
Доказательство. В силу предположения собственные значения 
оператора В можно задать в виде 61, 62, ..., 64, где 6, Ь,, ...) бк 
действительные положительные числа. Переход от канонических для 
оператора В координат к координатам, первоначально заданным в НЯ, . 


дает 
Х 


бра = У, Фра аа ба. (62) 


0—4. 


Здесь маприца |4». |, дающая преобразование координат, не вырож- 
дается и потому матрица |4», определяемая условием ра = 4раба 
также не вырождается. Из (62) следует 
К 
ба = У Фр. Ч че, В= "р, (63) 


© =4 


где. ) — невырождающийся оператор, определяемый условием 
К 


Дер = й раба. 


№ 
— 
а=1 
Положим 2, = Оф», тогда 


(Вр, а) = (О1ь, Вр) = (вр, Ва). (64) 


Таким образом, нам нужно доказать позитивную дефинигность матрицы 
В = | Чара (вр, 84) ||, имея в виду, что ни один из векторов 8,, 5», ...› 5к Не 
обращается в нуль. 


Координаты вектора 2р обозначим через &1р› 8эр, ...8. Матрицу А, 
: К 


так же как и раныше матрицу В, представим в форме Ча 2 Срв Сав. 


Координаты произвольного вектора 2 из Н обозначим через 2, <,, ...› Фь. 
При этих обозначениях получаем 


К 
(В, 2) = ХУ бобов, 558 == У) борйрбов. (65) 
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. Е 
= $ х 
Если (Вх, 2) =0, то из (65) следует, что У в.рхьсьв = 0. Изэтого всвою 


р 
очередь вытекает 


ве ртр = 0, (66) 


ибо маприца |'срв | не вырождается. Соотношение (66) можно теперь 
переписать в форме 2,3р=0, р=1,2, ..., Ё; а так как ни один вектор 
2,6, ...› вк не равен нулю, то 1, =х,=...=2.=0. Таким образом. 
матрица А дефинитна, а ее позитивное. ь следует из (65). 

Итак, лемма 3 доказана. 


ЛЕММА 4*. Пусть а,,а.,..., ак комплексные числа с пололситель- 
ныии действительными частями, попарно не равные между собой. 
П20ем матрицу М = || тра|| соотношением 


Ти=— = Ес Ве о 


Матрица М оказывается эрмитосой позитивно-дефинитной. 

Доказательство. Эрмитовоеть матрицы 1/ очевидна. Докажем 
ее позитивность. Для этого вычислим ее детерминант |М |. 

Элемент т», будем считать принадлежащим р-ой строке и 4-ой 
колонне. Вычисление детерминанта |/М будем вести путем вычитания 
последней колонны из всех предыдущих, беря последнюю колонну 
с надлежащим коэффициентом, с тем, чтобы последняя строка обра- 
тилась в нуль. Минор элемента т); так полученной новой матрицы 
обозначим через М= п», (р, 9) =1, 2, ...,—1. Таким образом, 
мы имеем 


| М —= к № 


При вычитании из 4-ой колонны надлежащим коэффициентом при ^-ой 


ту 
колонне будет число Я Следовательно, 


КК 


Ток Тк Тр ТЕ — ПЪрк ту 
п у —- р У = Ч == 
Тк Пк 


= ТраТритца ((ар- а) (а + @а) — (а аа) (а -а,)) а 


= ТраТритка (ар — ах) (@а а 


Итак, 
Пра = ТраТритьа (ар — @к) (@а —@)}). 


При вычислении детерминанта матрицы М можно вынести из ее р-ой 
строки число тр, (а, —а;), а из 4-ой колонны — число та (@а—аю). 
Если обозначить теперь минор элемента т. в матрице М через М’, 
то получаем 


* Доказательство этого предложения сообщит мне В. В. Морозов. 
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Е—1 ^—1 


[М] =тик М’ | (П т тык). (П (а —а,) @.—а,)). 


т=1 51 


Входящая в‘этот результат. матрица 1/’” имеет тот же вид, что и мат- 
рица М, но порядок ее К —1. Ее дезерминант можно вычислять тем зе 
способом. Согласно очевидной индукции 


К 


К 
[М | И Те Пе трат, ра (@,— Ча) (а, —а,) с 


т—3 (р<4)=1 


Вид полученного выражения для 'М| показывает, что | М| поло- 
жительно. 

Так как каждый диагональный минор матрицы М имеет тов же 
вид, что и матрица М, то все эти миноры положительны, а, как 
известно, это и означает, что эрмитова матрица позитивно-дефинитна. 

Итак, лемма 4 доказана. 

(В) Неравенство (31) справедливо. Для доказательства положим 
а, = —Й\),; тогда а,, а.,..., ак все различны и имеют положитель- 
кую действительную ‘часть. Сверх того, ен и, следова- 

2—9 4444 
>| позитивно- о-дефинитна (лемма 4). Махрица Е 


| 


тельяо, матрица | 


А„— 
я 
позитивно-дефинитна и и как в пространстве Н_ квадратичная форма 
(х, 2) не О ывь и отрицательна, то из леммы 3 заключаем, что 


хм 


ство (31) и м аа 

Теперь пробелы в доказательстве основной теоремы 1 заполнены п 
она окончательно доказана. 

Дадим теперь некоторые дополнения к основной теореме и выводы 
из нее. 

(С) Наряду с инвариантным подпространством Г, построенным 
в основной теореме, можно построить аналогичное ему инвариантное 
подпространство /’, на котором квадратичная форма (5,2) неположи- 
тельна, а собственные значения оператора А все имеют неположитель- 
ную мнимую часть, причем размерность /’ равна К. 

Для построения подпространства /’ следует провести кояструкцию, 
аналогичную давной в основной теореме, только вместо уравнения (16) 
нужно рассматривать уравнение 


ГаратЕ (Ви, и.) ра бра |=0; 


матрица негативно-дефинитна, . а из этого неразвен- 


последнее имеет в нижней полуплоскости переменного > ровно 
К корней. 
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(2) Пространство Г содержит все собственные подпространства 5. 
оператора А для собственных значений \Х с положительной мнимой 
частью. Пространство /’ содержит все собственные подпространства 5, 
оператора А для собственных значений ^ с отрицательной мнимой 
частью (см. основная теорема и (С)). 

Докажем предложение (0) только для Г; для 1[’ оно ведется 
аналогично. 

Пусть 5, — собственное подпространство оператора А для собетвен- 
ного значения / с положительной мнимой частью. Тогда пространство 
5$, ортогонально к Г, ибо / распадается в прямую сумму собственных 
подпространств для собственных значений с неотрицательной мнимой 
частью ($ 2, (А)). В силу предложения (А) $ 2 квадратичная форма 
(х. 2) на 5, тождественно обращается в нуль. Ввиду этих двух обстоя- 
тельств и того факта, что квадратичная форма (5, 2) неположительна 
на [, та же квадратичная форма неположительна и на линейной обо- 
лочке 5, |- 1 подирослранств 5, и Г. Таким образом, размерность 5» + 1 
не превосходит А, но уже размерность 7 равна Ё и потому СГ. 
Таким образом, предложение (0) доказано. 

ТЕОРЕМА 5. Пить А — эрмитов оператор с областью определения 
СН, и КрЬ— прямая сумма всех его собственных подпространств 5, 
для певещественных собственных значений \. Тогда квадратичная форма 
(т.т) не вырождается на К. Таким образом, все пространство Ну 
распадается в прямую сумму взаимно ортогональных пространств К 
и Нь, причем собственные значения оператора АвНы все вещественны. 
(Структура оператора А в конечпомерном пространстве К вскрывается 
предложением (Е).) 

Доказательство. Пересечение подпространств Ки Г обозначим 
через Л, а пересечение подпространств А и [” через /’. Тогда в силу (О) 
пространство А распадается в прямую сумму своих подпространств У 
и Л. Допустим теперь, что существует в 7” вектор 2’ = 0, ортоговаль- 
ный к пространству Л. В сплу (А) $ 2 он ортоговален и ко всему Г. 
Таким образом, линейная оболочка пространства / и вектора х’, имею- 
щая размерность &--1, обладает тем свойством, что на ней квадратич- 
ная форма (5, 2) неположительна, что невозможно в силу (В) $ 1. Итак, 
ни одун вектор из 7’, отличный от вуля, не ортогенален к Л. Точно 
так ке ни один вектор из ТА отличный от нуля, не ортогонален к Л. 
Так как на пространствах Л и /’ квадратичная форма (х, 1) тожде- 
ственно обращается в нуль ($ 2, (А)), то из установленного нелосред- 
ственно вытекает, что квадратичная Форма (х, 2) не вырождается 
на К. 

Теорема 5 доказана. 

(Е) Пусть К — кояечномерно> пространство типа Ну и А — действую- 
ций в нем ормитов оператор, все собственные значения которого в К 
невещественны. Разложим К в прямую сумму подпространств / и /’, 
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причем Л составлено из всех собственных подпространств 5) соботвен- 
ных значений ). с положительной мнимой частью, а Л’ составлено из 
всех собственных подпространств оператора А, отнесенных к собствен- 
ным значениям с отрицательной мнимой частью. Оказывается, что при 
произвольном выборе координат в Л можно подобрать такие коорди- 
наты в 7’, что в матричной форме оператор А записывается в виде 


И, 67 
4-= | В || (67) 


где В— матрица, действующая в Л, а В” — матрица, действующая в /”. 
Здесь В” — матрица, сопряженная с В (комплексно сопряженная и 
транспонированная). Из сказанного, в частности; следует, что элемен- 
тарные делители оператора А, отнесенные к собственному значению ›,, 
могут быть поставлены во взаимно однозначное соответствие с элемен- 
тарными делителями оператора А, отнесенными к собственному значе- 
нию ^, так что порядки соответствующих элементарных делителей 
одинаковы. 

Для доказательства предложения (Е) введем в Л линейно незави- 
симый базис е,,е,;....е, а в УТ’—линейно независимый базис 
Ра, 1 --., 3. Положим 


$ 


= > ее, А = Сав]в, В= |! Бра ||, С =] свв |. 
9.=1 В=1 


Так как подпространства / и Л” инвариантны относительно А, то 
в матричной форме А получает вид: 


(68) 


НН 


ОС 
Далее, (е,, е.) =0, (},, 3) =0. В силу этого и на основании того, что 
квадратичная форма (5, 2) не вырождена на К, матрица, |е,, /, || должна 
быть квадратной и иметь детерминант, отличный ‘от нуля. Выбирая 


надлежащим образом базис Л’, можно достичь того, чтобы (е,, |) =65.. 
Таким образом, 


(ерз =» (»›е)=0, (4, №) =0. (69) 


Условие эрмитовости оператора А при выбранных базисах приобретает 
теперь следующий вид: 


(Аер, а) == (е, А) = * 


Таким образом, С = В”, и предложение (Е) доказано. 
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(Е) Пусть А—оэрмитов оператор с областью определения СН, 
и Л—его инвариантное подпространство, составленное из всех с05- 
ственных подпространств 5) при \, имеющих положительную мнимую 
часть. Если размерность /Л равна К, то Нк распадается в прямую сумму 


инвариантного подпространства К размерности 2А и инвариантного 
гильбертова подпространства Я. 


Если осуществлены предположения, указанные в (Е), то /=Ли 
1'’=.7’. Положим К =1 + Г. Квадратичная форма (5, 2) не вырождается 
на К (теорема 5). Будем считать, что в К введен базис е,, ...., 6, 
,..../ю предусмотренный в (Е). Тогда хЕК записывается в виде 


т=де, +... ке ... Ук 


и квадратичная форма (5, 2) получает вид 


Г 
а = Ут, = (ем: (69)). 


р=1 


Введем теперь в А новые координаты, положив 


Трир те,  Ур=И, у. 


Тогда квадратичная форма (5, 1) на К получает следующий вид: 


К 


(р) = № 2 (и, и, —5ъ,). 


р=1 


Таким образом, квадратичная форма (5х, 2) на К имеет ровно Ё отри- 
цательных квадратов и, следовательно, на ортогональном дополнении 
Н, кК квадратичная форма (5, 2) уже не имеет отрицательных квадра- 
тов, а это и значит, что Н, — обыкновенное гильбертово пространство. 

Итак, предложение (Е) доказано. 

Оценку размерности собственного подпространства 5, для комплекс- 
иного собственного значения Х дает следующее предложение: 

(С) Пусть А— эрмитов оператор с областью определения Сев. 
Рассмотрим ‘уравнение (14) | 


ра (В и» ид 28| =0. (70) 


Оказывается, что невещественное число ) тогда и только тогда является 
собственным значением оператора А, когда оно ‘есть корень уравнения 
(70). Кратность же корня ›) равна размерности собственного подпро- 
странслва 5, оператора А. 

При доказательстве этого предложения будем опираться на некото- 
рые детали доказательства основной теоремы. Здесь мы рассмотрим 
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лишь тот случай, когда Х имеет положительную мнимую часть; при 
отрицательной мнимой части доказательство ведется аналогично. 
Наряду с уравнением (14) = (70) рассмотрим уравнение (16): 


8 -- (Ви, и) — 8, |=0, (71) 
где последовательносли С) и Е®) (п=1,2,...) уже выбраны так, 
как это указано при доказательстве основной теоремы, т. е., в частно- 
сти, опералор Л), действующий в Н_, сходится к оператору М. 

Как было показано при доказательстве основной теоремы, корни 
уравнения (71), лежащие в верхней полуплоскости, все просты и число 
их равно А. Значения этих корней обозначим череь 


о и (72) 
Числа (72) являются собственными значениями оператора Л(® и, сле- 
довательно, удовлетворяют уравнению 
140) —^Е|=0. (73) 
Так как оператор Л сходился к оператору М, то числа (72) сходятся 
к корням уравнения 


| М-ьЕ | =0. (74) 
и, в частности, существует Нт ^0 = в; причем р, является корнем 
уравиения (74). Числа ты 
т. 


уже не весе различны. Кратность любого корня ь уравнения (74) равна 
размерности собственного подпространства Т, оператора М. Так как 
оператор М, действующий в пространстве Н_, эквивалентен оператору 
А, рассматриваемому на Г, то размерность подпространства Т, равна 
размерности соЭственного подпространства 5, оператора А в простран-, 
стве /. В том случае, когда и— комплексное число © положительной 
мнимой частью, собственное подпространство 5, оператора А во всем 
пространстве Н,; совпадает с собственным подпространством 5, опера- 
тора -4 в пространстве Г (см. (0)). Таким образом, размерность подпро- 
странства 5, равна кратности корня в в уравнении (74), если только в 
имеет положительную мнимую часть. 

Так как левая часть уравнения (73) сходится к левой части урав- 
нения (74), то кратность корня № в уравнении (74) совпадает с числом 
корней уравнения (73), стремящихся к р при И —> оо. Корни уравне- 
ния (73) совпадают с корнями уравнения (71) в верхней полуплоскости 
неизвестного. Так как в верхней полуплоскости левая часть уравнения 
(71) равномерно сходится к левой части уравнения (70). то число кор- 
ней системы (72), стремящихся к комплексному числу в (при положи- 
тельной мнимой части у числа р), равно кратности корня | в уравне- 
нии (70). Таким образом, кратность корня в уравнении (70) равна 
размерности собственного подпространства. 

Итак, предложение (С) доказано. 


27% Л. С. ПОНТРЯГИН 


ТЕОРЕМА 6. Пусть А—эрмитов оператор с областью определения . 
ОСН». Рассмотрим уравнение (14) = (70) 


| ра-+ (Ви; и.) — 64| = 0. (75) 


Оказывается, что если число корней этого ‘уравнения, об ладвющих по- 
ложительной мнимой частью с учетом их кратности, равно К (больше 
Е число это быть не может), то пространство Нк разлагается в пря- 
мую сумму инвариантного подпространства К размерности 2Е и орто- 
гонального ему инвариантного гильбертова пространства Н.. 
Доказательство. Доказательство непосредственно вытекает и> 

предложений (Г) и (С). 

Поступило 

ол 
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Т. РОХТВ.АСТХ. НЕВМИТАК ОРЕВАТОВУ ТТХ ЗРАСЕЗ УТТН ТКОЕЕГМТЕ 


МЕТВТС 

ЗОММАВУ 
т №5 рарег \ме шуезИзайе Че зрасе- Нь сопз1зЫпе, Пе НИЪег 
зрасе, о{ аЙ зедиепсез о! сотр!ех питБегз х,, %,,..., Тк,... УВ Ще 


Поце затз > [2» |, 101 У\ЫсЬ &Ве зса]аг ргофись 13 Во\’буег деНпед ъу 


{Бе едаа Му 
(ту = 2:9, —...— Фкук- жымука |... 

_ \№е Йтзф езаЪИзЬ зоше е]ететагу ргорегНез о! {Ве зрасе Нк, Ъ 
{Пе тат рагрозе оЁ {Ве рарег 13 {Ве 1пуезаса оп о{ Неги! Яап орегабогз 
{гапз{огилия ФБе зрасе Н,. ТЬе там геза! 13 \Бе 1оПо\шя опе: рог 
еас№ Неттайап орегафот А 1йете ел454$ ап атоаптат зибзрасе 1 Нк 09} 
Нпие 4ппепяот Е зисй 1йар йе е1веп-самез о} А т Г фазе поп-певайое 
геа{ рат з апа (х, 2) < 0 рог есегу зЕГ. 

Ре! 1111010 1. ТВе зрасе Нь сопз13з оЁР а зефаепсез 
А 3 

\УИВ Фе пшшрег о! {егшз едиа] {0 п > А (\е Нице-4паептяопа] сазе) ог 
То о (Ве 1пбоце-4дтепзота] те Гог \УБлеВ 4Ъе зет1ез 

та тя... -. 
сопуегае. Тфе сопусгоепсе апа “Ве оеах а 1 Ньк аге деегиии- 
е{ ш 11е заше мау. а5 ш Че Пиоце-Имепяюова|] а ое 
зрасе ог 11 1№е НИбег зрасе гезресмуу. ‘ТЬе зса]аг ргодис® 
(1, у) оЁ уесфотз хар@ у аге Ч4еЯпей Ъу \Ъе Гогпи]а 


(1, у) = — 19. —2,9.—...—кукЧ Фак... (1) 
То сопуегь Нх шо а ВапасВ зрасе 1 за Нсез $0 деше 3Ъе пог 
а, ха, ... жк... (2) 


Т\уо уестогз х ап ул Нь ате за1Ч 40 Ъе ог Вобопа| уВеп 
(2, у) =0. [её О Ъеа Ппеаг за зрасе оЁ Те зрасе Нь. Ву \\е ог\оропа! 
сотр]етет О’ оЁ О ш Нь \е шеап \е зе оЁ уесфог» огогопа| 10 
еуегу уесфог 11 0. Тре зазрасез О апа О’ шау роззезз соттоп поп- 
тего е]етеп(з. УУе зау 1и 15 сезе 1Ваб 1Ъе даайгамс {огт 15 Чесепе- 
габе ош {Ме зазрасе 0. Ц \е оп!у уесфогз Бе]ополие Ро № 0 апа 
О’ 15 2его, \е зау Та® (2,2) 15 поп-десепегабе оп О. 

Геф Нь, Н; Ье эру \%0 зрасез о{ Фе фуре Чеземреда Бу Релийоп 1 
ап@ О, В Ъе заБзрасез оЁ Нь, Н, гезресмуеу. А Ипеаг шарро } гот 
О ошо В Ш }Ъе саПей 1зотогрЬ1е Ш Ше зса]аг ргодиас® гезёз ш- 
уаг1ап6 ипдег }. Ап 130тогр№1с шарршо о! Нь ото Изе! у Бе саПед 
ап ап бошогрЬ1зшм оГ Нк. 

Ц 13 еазу 10 ргоуе Ве юПомте я аетеш: 

(А) Ге О ре а змзрасе о{ Нь, оп \№еф Ше аизгаме Тотт (х, 1) 
15 поп-роз уе, 1. е. (2, 2) < 0 {ог егсв хЕО. Т\еп 4Ве аптепзой оЁ 
{Ве заЪзрасе О 4оез поф ехсее@ Х. 


3 Известия АН, серия математичестая, № 6 


р" 1. РОХТВЛАСИХ 


Репое Бу Н_ \е заЪзрасе оЁ {Ве зрасе Ну своп ие оЁ Ме уе! 
д, ог УМОВ не. ды е. :.=0, ТЬо. забзраес ог На болен о 
ОНО ооо ся зо И и аа © 
Н.. Н_ 13 аи ЕисПаеап зрасе, НИ 13 е ег ЕзеИ4ези ог Фе НИЪегь 
зрасе. 

Ме ргоуе фе ГоПо\жия 

ТНЕОВЕМ 1. Ге О 6е а зибзрасе о} пйе расе Нь, оп мер Ш 
диаагайс ротт (т, 2) 15 поп-Чевепегале. Тлфете ех94$ ап аотогрият } 
о} 11е зрасе Нк %“мсй саттеу 1йе зибзрасе Отто йе @тесЬ зит о} 84 - 
орое п аа Пос ле 

Тр: парйез нате та{еу: 

(а) О 1$ 1з0тогрВ1с © а зрасе Ито! \Ше Гуре Чезсге] Бу Чейииаон 1 
УЦ 1< А. 

(5) ТЬе чаа4га\1с отт (5х, 5) 15 поп-девепегае оп \Ше отФозопа 
сотр]етепть 0” оЁ О ш И». 

(с) ТЬе огМохопа| сотр1етепть о! О’т Нь сопелаез у О ава Нь 1 
4есотрозей 110 \е Ч 1тесь зат ое тибаПу от Бозопа] зазрасез О ав+| 
0’, зо 1Баф 11 13 розч Бе 10 рго]ееё Ну» от\осопаНу 110 О, аз\хеЙ аз 
170 О’. 

ТЪеогег 1 с\0зез е зу о{Г \е зрасе Н» Изе!. УУе по\у ргосейь 
{0 Пе 1пуезИсамоп оЁ Ппеаг орегабогз 1п Нь. 

Этсе Нх 13 а Вапасб зрасе, уе о пой `пее@ {0 тейеНте Ве по\пойз 
о{ Ще Ппезг Г[апсопа! ап@ Фе Ппеаг орегаг 1ш Нхь. Уе зиар!у Пауе 
10 гех1зе (Те Гас! оЁ Фе Иевогу оГ Ппеаг орегатогз 1 НИБег зрасе {Пак 
аге соппесдей ми \Ъе сопсерь о! Фе зса|аг рго@ис(. \е Пипа Пете зоте 
еззепй а] Чеулайотз {тот (11$ ШФеогу. 

Те 14еп са] орегащог \1Ш Бе 4ело{ей ру Е, Ех-=х. Те Чоташт © 
оГ а Ппеаг орегафщог А 15 заррозей 10 Бе 4епзе 11п Нь. А Ппеаг орега!ог 
А \Ш }е саЦеф зуттее И 


(Ах, у) = (х, Ау) _ (3) 
ог апу б\о уесюгз х, у реоптолие 10 Из Чоташ. Соштагу № \Баб 
\аКез расе 1 {Фе изаа| Феогу, а зуппейле орегаюг 1 ИН, ау 
роззезз сотар!ех егдеп-уааез ап поп-зар!е е]ететагу Ч1у15отз. Тре 
питорегз о! ем Бо аге То\уеуег соппесей ИВ А Бу сопя4ега у 
топе гез(т1с 108. А уес1ог х 13 за! 10 1е аМасБе@ 10 Ме сгдеп-уате 
 0{ ап орегаюг А И ШФеге 13 а ромахе имесег г засЬ \аь 

(А ^Е)"х=0. (4) 
ГБе зе оЁГ а уес\огз аМасвей 10 ай с/оеп-уаше ^ оЁ \Ше орегайог А 
ог8 а Ппеаг шапо!А 5» т Нь \лев 13 саШеа &Ве есеп-т а э1ЁРо1а 
оЁ Ме пашег ^ Гог Ще офегацог А. 

]п фе рарег уе ргоуе Фе збацететАз (В), (С) апа Твеовет 2. 
(В) 16 =. ТБеп Ме уесботз х ап у аМасТеЯ {о \\№е егвеп-уа\мез 
). ав в ога зуттейе орега\ог А ате ог\Вохопа] ог, \ВаеВ 1$ Те зате, 
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Те ебдеп-тап{о\а8 5, ап@ 5, аге от\одопа|. Ти рагбещаг, 1) 15 
сотр]ех ап =, Меп Ве еёвеп-тап о] 5) 13 ог Вос опа1 40 из@ Ё; 1. е. 
Те фаадгайс Гог (7, 2) уаплзВез 14епйсаНу оп 5,, ава Фе Аптепзюон 
о{ 5, аоез по\ ехсее К (зее (А)). 

(С) её 5, Бе \Ве егдеп-таи 014 о{ а гса] егоеп-уаше х оРра с1озеЯ 
зуттейче орегайог А 11 Ше зрасе Ну. Твеп 5» 18 с1\озей т Ик ава 1 
Чесотроза ]е 1по 'Ъе тесф зато оЁ 1\о шибмаПу ог оФопа| заЪзрасез 
5 ап 5’ тпуаталб ипдег А. Неге 5 15 НиЦе-д1тепз10па1, \ВИе 5’ соз- 
$1843 ОГ \Ше егдеп-уесботз оЁ Ве орегашог А, ап@ Ше дад@таме {отт (т. 2) 
18 рояшуе еуегужПете оп 5” зо \Фай 5” 13 \е ННИБегь зрасе (1еф мз по{е 
Ба, И 5, ИзеМ 13 Нице-апоепзопа], еп ме шау 1аке $=5,). Те 
орегаог А, репо сопз4егей оп \е Йпце-4птелзюта| заЪзрасе 5, Ъах 
Те ГоПо\1т ргорегйез: И Д,, ),,...,0, ате етещату агувогз 91 
А 1т 6 ав4 4,,4,,..., 4, аге Фет ог4егз, \Ъеп \Ъе пашБег 0{ поп-зпаре 
е|етлепбагу @1у150т8 о! фе слуеп ог4ег 15 ап 1пуаг1ап® о! “Те орега{ог А 
апа оЁ Ме пашрег х. ЕиМЪег, И ме раф 


р (а) = у [5%], (5) 


; 5 : 4; 
| уВеге [=] 13 Фе 1щеетга| рагб оЁ —. 


°, еп Шеге ех13{$ а зибзрасе 
Р. оЁ 9 о{ Чатептзоп р (%) зас а Фе ‹фаадгайс ога (5,2) 13 его 
оп Ра 1ЧепасаЙу ава Ъепсе р (2) <Ё (зее (А)). 

ТНЕОВЕМ 2. [21 ). фе ап е1веп-саше ор а с1озе4 зуттейче оретаот 
А т Ше зрасе Нь. ТР ^ 25 пой теай, теп р(1) 4епоез (йе @тепяопт о} 
йе еасеп-тыли рю апасйе4 10 №, 1} › 1$ геай, айеп в(№) 4епое$ Ше питфег 
гилтодисеа 1т (С). Рог апу теай Х йе питфег в(К) 15 <ето, тйепесег 4 
соттезрэп@те е1еп-тап рю соп5181$ 0} еавепт-сесйотз от у, г.е. тйепесег 
а йе @ететщату 4г5150тх БеропватЕ 10 \ ате ятуре. [её из сйоозе апу 
атфитату зуяет о} евепт-сашез ).,, ^,,..., и ипаег йе оту соп@иоп 
грар 4 соталтя по соправае питбегз (зисй 15, ап рагисщат, Ше зуядет 
о} есепт-сайез тий поп-певайсе гтавтату рат15). Тфеп Ие рЮНоттз 
педиай лу таке; расе: 

(А) р) +... РО») < А. 

Него! ап орегафогз 11 Нь сап Бе Чейпе@ 1п Фе заше \ау а$ 1т 

НИЪег% зрасе. 


Ре! пу 61от 2. Те А реа Шпеаг орегайцог 11 Нь УИ Фе Аотат 
О. 1 13 роззИЛе Мав {юг ап УЕН» ап4 аП хЕ° 


(Ах, у) — (+, =). (6) 


Репойе Бу ©* Фе ю1аШу оЁаП уз зайзГуше (6) апа ри == А*у. Эшее 
О 13 еуегу\Веге депзе 11 Нк, (6) Чеегилиез 3 иптаае!у ав Чи А’ 13 
а Ппеаг орегабог ЖИВ Ме дотазю 9”. ТЬе орегайог А” 13 саЙед аЯ отп! 


ве 
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ю А. И А*-=А, Г. е. 9*=9 ап4 А*с=Ах {ог апу 269, еп А 13 саЙев 
Нерм1 $1 ап орегафог. 

\\е а1з0о пигодисе \№е помоп о{ рго]есмоп ш Нк дайе апаобой$ у 
{ю Ме сазе оЁ НИБегё врасе. 

(2) А сопИпиощз Негийцапй орегаг Р 13 саЙе@ рго]есб1опв 
Р*=Р. 1 Р Ъеа рго]есмоп. ТВер фе зе Н’ оЁ 4Ве уесйогв оЁ 1огт 
Ру, \пеге хЕНь, 13 а зазрасе о{ {Ъе зрасе Нк, оп \№ев \е дчадгайс 
Тот (2,2) 15 поп-Чесепегайе. М Н” 13 Фе ог\обопа! сошр1етептф оЁ Н’ 
11 Н; еп 

Ра’ ==’, Ру’ 0. у (7) 


ог апу 2’ЕН’, "ЕН". №13 еу!9еть \Ъаб \Ше орегаюг Р 13 ишалеу 
Челегилюей ру \\е сопа\отз (7), мБереуег \Ъе зиЪзрасе Н’ 15 Пхед. 
Сиуеп а зфзрасе Н’оп мЬ1еЪ Те фаайгамс {огш 1$ поп-дебепега{е, ме 
\аке 115 сошр\етепё Н” ап 4Ъе ргодесМоп Р 4еегийте@ Бу (7). Тье 
рго}есЯоп Р ап Фе заЪзрасе ИН’ аге за1@ 10 сотгезроп@ 40 опе апо\ег. 

(Е) Заррозе Ваф А 1$ ап Неги1Иаин орегабог \И \е доташ ЭС Як, 
НС ® 13 а Наце-дтепзопа] забзрасе о{ \Ъе зрасе Нк, оп \ЫсЬ Фе 
‹аа@таЯс Готш (5, 2) 15 поп-дебепега1е, апа Н’ 1з Ъе ог\о5опа| сошр]е- 
мет о НЫ’ 1» Н,. 1 Р Ъе \\е рго]есйоп соггезроп@ т 40 Фе заБзрасе 
Н’ (зее (Р)). Твеп В =РАР 13 а1з0 ап Негг\иап орега{ог ап@ 113 дотаа 
13 9. Тье орегафог В сопз1дегей оп \Ве заБзрасе Н’ощу 1$ а]зо НеглИ Яап 
ар@ Из Чотаза 11 Н’1: 9'’=@[ И’. 

ЕОХРАМЕХ'ГАТ, ТНЕОВЕМ. Ге А фе ап Негпанап орегаог тив 
йе аотат 8 С Нь. Тйеге елх51$ ап, Нк апатьеапатЕ зибзрасе Го} @теп- 
оп Е, оп умей йе диаатаис ротт (х, <) 15 поп-певацое, 1.е. (х, 2) < 0 
ог еоету ФЕТ. Могеоъег, аЙ е1веп-сашез ор А т Г расе поп-певацье 
ттавтату рат. 

Ргоо{. \е 1:56 сВоозе засЪ соогд1таез ш Не а Н_с 9, мыеь 
13 роззе Бу \Веогет 1, @® ъеше еуегумВеге депзе 1п Нк. баррозе Ва 
а погте@ огМобопа! разв аш Нь 13 сВозеп сопзМия о уеббюотз 
2, би, .., „вк. Ме ив Вахе 

(в 0ь бра А лее ОВ. (8) 

АИ Ще юПомше №1 Бе Ъазе# прой 4Ве тергезеаймоп о! \Ъе зрасе 
Нк аз Фе 41гесф зат: Н--+Н+. Соттезропазиз1у, ме рак аву уесбюг ат 
Нх 11 Че Тов: 

к 
А (9) 


р=1 


Теь Р зпа Р’ аепойе Ме рго]есМотз сотгезропд1те {0 Ве заЪзрасез 
|. ав@ Н_ тезресмуеТу (зее`(Р)). Те 


Е=Р’АР', У=РАР. (10) 
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Е 13 ап НегийЧап орегаг т Н_, У 15 ап НегтНаа орегабют шт НП. * 
Тье Фота1т о {Ве 1аМег 13 9’=О ПН. (зее (Е)). \\№е Вауе 


А=(Р-- Р’)А(Р+Р’) =У--ЕР-- РАР’-- Р’АР. (141) 
Тв угше оЁ (14) 


К 
Аер== Ре, -—ир= У ещо ЕН, (12) 
а=1 
Ах=Ух--Р’Ах,. Р’Ах=УЕП-, 3ЕН.. (13) 
ТЪе орегаюг А рез НегпиМаи, \\е сап схргезз у от (13) аз оо\в: 
й 
Аз=Уз-- У (тире, (14) 
В* 


Зотите (12) апа (14) ап@ Кеерте 11 пила (9), ме НпаШу омай 
20 


К Г 
Чень > РС, УХ (а, иде. Уз — У си,. (15) 


р›а=1 9=1 р=1 
её и; Пи Те еёдеп-уесюг с--х о! Ше орегаюг А. Уе тазе Вауе 
А(е-+ 2) = (-+2). | 
[п лем оЁ (15), ме тау раб 13 геайоп 1п 4Ъе Гог: 


р 
о 8 т (5, и.) = а) (16) 
р=1 
К 
Уз — > ви =. (17) 
р=1 


УУе пом Плауе 10 зо[уе фе зубет о{ ециайопз (16) апа (17). Еог Из 
ригрозе сопз1Чег \\е гезо]уеть А, о! Ме Негимап орегабог У ш Н.° 
шее Н;. 13 Ме зиа1 НИъеть зрасе, 4513 гезо1уеюь 13 Чеегиитей {ог аП 
сотр]ех (поп-геа!) уашез оЁ )}.. ТЬе !ЁоПо\ита саешайИопз Вауе ай 
ег с сВатас\ег ап \егеГоге опе плазь поф саге ог еш уайацу юг 
а! розз1 Ве уа\цез оЁ Фе уама ев. \У\е ри (17) 1 Ис Готм: 


А 
а ев, (18) 
Зари ия 13 х ш (16), ме офа1т 


К Г 
> Трабь + № (Ви, па) с, = №. (19) 
з р=1 р=1 

т 4615 едаайоп ^ ап4 Ме соог4 та с,,С.,..., С, ОЁ Ше уебог с 
аге ипкпо\т. Тве орегаюг Глисйоп А; о! \Ше рагатеег `}, фе уеб\юогз 
и: и,,.... и; ап@ Фе шаших |/0!| аге дебегиишей Ъу ИЬе орегаюг А, _ 


аз ме аз Бу Ме сЪотее оЁ соог4та(ез 11 И». Те едиаИ%у (19) гергезен 
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а зумеш о! Потосепеойз Ипеаг едиамойз \ИЙ гезресф 10 с,, С, ...,и,. 
То ог4ег {Ва Маз зузет Вахе а поп-и1у1а] зо плот с Е 0 16 13 пегеззагу 
апа заЙ1елеоь Ва {Ве Чебегтлиаи® оЁ %Ве зузет Ъе 2его, 1. е. 


а о (Ви, и, ) а 7.0 ра | —= 0. (20) 
11 {Ме едиаМоп (20) Ваз а поп-геа| холоп %, еп \Ше орегайог А», 18 
еегтлте4 Гог еасЪ уесог 1п Н +, м рагИси]аг, {ог \Ше уесфогз и, ... Их. 


11 115 сазе а Ве са]саН0оп$ сап ре сагме@ тоо2Ъ 1п {Ве 1пуегзе огаег, 
апа \е оз Ип@ ап егсеп-уесбог сх, с == 0, о{ Ше орегаюг А аМасвед 
40 Фе поп-геа! ереп-уа]ае. Сопуетзе!у, Ч Ме орегаюг А Паз ап еёвет- 
уесбог сх аМасВед 40 \Ве поп-геа] евеп-уаше ^Х, \№еп а Ше ароуе 
са1сайотз Вауе зепзе ап Ме уесог с 1$ поп 7ето, Бесаизе {Бе уес!от 
х мПВозе зса|аг заааге (5, 2) 1$ розИлуе саппо® Бе ап еёдеп-уесйог аЦаспеа 
(0 \№е сошрМех ей зеп-уаше ). (зее (В)). Тиз фВе орега\ог А Ваз а поп-геа1 
“веп-уаще Х зайзРуше 1Ъе едааНоп (20). 

16 13 езазу ю муе ап ехамр!е оЁ ап Негийлап орегаог А ша 
(Ппие-@нлетз10та]) зрасе Н», а! \№е евеп-уа\аез оГ ме аге геа|. 
Твиз Фе едиайоп (20) шау роззезз по сотар!ех гооб аф аП. 

Сопз1Аег пом, ш&еа@ оЁ (20), \Бе едчайоп 


| ра- (Вщь, аа) == 39| =0, | а|= С, (210) 
\Веге С 13 а поп-Негиай шайчх зайуте, Но\еуег, фе сопаИлоп 
Браб (РС) 1; ап Немолай розщуе-дейоце шайилх. Ву а сопыае- 
гаБ1у соприса{е@ 415еиз510й опе сап ргоуе \ВаБ \Шеге ех15[5 а тайлх 6 
агргагИу с10зе 10 Ё, у№МеВ зайзЙез Ше зате сопаИлоп апа Гог \Баев 
Фе едиаМ оп (21) Ваз зачоМу К змпр!е гоо\з ИВ розИауе ппаетату 
рагё. Оело{е \Везе гооз Бу №, ^,,..., ^,. 


Сопя1 Чег пом фе а 
к 


о в ра(ь Е у (Ву, и) Ср = а (22) 
р=1 р=1 
апа1о5 оз {0 (19). ТЫз едааМой роззеззез а поп-б1\ аа! зоаНон \РаеЬ 
\е 4епоце Бу с" (5” 13 а уебюг ш Н_). 
Ме ри 


К 
"= — (©. Ви, ° (вее (48). 
21 


У!е \Феп риф =" = сх”. \Ме ргоуе Ва 1, 5*,...,5^ аге Ипеаг!у 
1пЧерепдет(. Оепо{е Бу /(С) \\е Ипеаг Ва оуег \езе уесботз (Ве по!а- 
Поп зВо\з ехрбе! Пу 1Ваф № аерел4; сп \№е табах С). \№е ргоуе ШФаб 
Гог а заца]е зефиелсе о{ та\чсез С сопуегоше 10 ЁР Ще зраеск Г (С) 
\еп4 10 а взрасе /, \меВ 13 {Ве геддате 1пуат1апь зирзрасе. 

ТЫ з сотр]еез 1Ве ргоой о? Фе Гаидатеп(а] {Вестет. Зоше сотоПагаея 
о{ Фе ]1аМег аге ГатФфег 4едисеа. 
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